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宇宙空間物理学では，高エネルギー領域に「べき乗」成分をもつカッパ分布（Kappa distribution）が重要
だと考えられている．カッパ分布は最近，ボルツマン統計力学の拡張の１つであるツァリス統計力学との類似性
が明らかになり，背景に未解明の理論が隠れていると期待されている．本章では，カッパ分布の基礎的な性質と
ツァリス統計力学との類似性を紹介し，今後，理論背景を解明するための有力手段であるプラズマ粒子シミュ
レーションで，カッパ分布を使うための数値解法を紹介する．
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3.1 はじめに
宇宙空間物理学では，高エネルギー部分に「べき乗」成
分をもつカッパ分布（Kappa distribution）という速度分
布関数を議論することが多い．カッパ分布は 1960年代に
Olbert, Vasyliunus らのグループによって観測データを説
明する経験的数式モデルとして提案された [1, 2]．その後，
太陽・太陽風・太陽圏深部といったさまざまな場所でプラ
ズマ観測が進むにつれて，分布関数の高エネルギー領域
に「べき乗」成分が頻繁に観測されるようになり，熱的コ
ア成分と高エネルギー「べき乗」成分を同時に扱うことが
できるカッパ分布の有用性が認知されてきた [3–6]．そう
した中，カッパ分布と，ボルツマン統計力学を拡張した
ツァリス統計力学とが理論的に関連していることが示唆さ
れ [4,7]，観測されるカッパ分布の背景に未解明の理論的・
物理的根拠があるという期待が高まっている．現在，カッ
パ分布は，マクスウェル分布に次いで重要な，宇宙空間プ
ラズマの基本速度分布関数の１つだと認知されている．
本章では，個々のプラズマ粒子の運動を解き進めるプラ
ズマ粒子（Particle-in-cell; PIC）シミュレーションを念頭
に，カッパ分布の基礎的な性質とシミュレーションでの実
践的な利用方法を解説する．まず，3.2でカッパ分布の基
礎的な性質を概観し，3.3で理論背景であるツァリス統計
力学との関係を述べる．続く 3.4では PICシミュレーショ
ンのためのカッパ分布の乱数生成方法を紹介し，3.5でさ
まざまなカッパ分布の派生形と応用分野を紹介する．最後
の 3.6で本章を総括する．
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3.2 カッパ分布
最初に，プラズマ速度分布関数の基本形であるマクス

ウェル分布から出発する．等方的なマクスウェル分布の位
相空間密度 fM は

fM (v)d3v = N
( 1

πθ2M

) 3
2
exp

(
− v2

θ2M

)
d3v (1)

と表される．ここで N はプラズマの数密度，θM は最頻速
度（熱速度）である．マクスウェル分布のプラズマが持つ
エネルギー密度 E および（ボルツマン定数を含む）プラズ
マ温度 TM は

E =
3

4
Nmθ2M =

3

2
NTM, TM =

1

2
mθ2M (2)

となる．
対して，本章で議論するカッパ分布のよく使われる表式

は以下の通りである．

fκ(v)d
3v=

N

(πκθ2)3/2
Γ(κ+1)

Γ(κ−1/2)

(
1+

v2

κθ2

)−(κ+1)

d3v

(3)

κ はカッパ分布を特徴づけるカッパ指数（kappa index），θ
は最頻速度，Γ(x) はガンマ関数である．等方分布の場合，
d3v = 4πv2dvとして極座標系に移り

Fκ(v) ≡ fκ(v)4πv
2 (4)

を考えると便利である．例えば，(d/dv)Fκ(v) = 0 から直
ちに最頻値 v = θ を確認することができる．
カッパ分布（(3)式）の特徴は，v � θ の高エネルギー
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を考えると便利である．例えば，(d/dv)Fκ(v) = 0 から直
ちに最頻値 v = θ を確認することができる．
カッパ分布（(3)式）の特徴は，v � θ の高エネルギー

側の速度分布が「べき」乗でゆっくり減衰していくことで
ある．べき指数は物理量に応じて

fκ(v)d
3v ∼ v−2(κ+1)d3v (5)

fκ(v)dv ∼ v−2κdv (6)

fκ(ε)dε ∼ ε−κ−1/2dε (7)

となる．これに対して v � θ の低エネルギー側はマクス
ウェル分布に近い性質を持っている．カッパ分布は，「べ
き」乗の非熱的高エネルギー成分と熱的な低エネルギー成
分を同時に備えたハイブリッド分布であり，粒子加速を議
論する場合に便利である．
カッパ分布は κ → ∞ のとき，マクスウェル分布に漸近
する．実際，(3)式の κ → ∞ の極限をとると

lim
κ∗→∞

(
1 +

v2

κθ2

)−(κ+1)

∼ lim
κ∗→∞

exp

(
−κ∗v2

κθ2

)

∼ exp

(
−v2

θ2

)
(8)

となる．途中，κ∗ ≡ κ+ 1 と置き換えて，指数関数の公式

lim
κ∗→∞

(
1 +

x

κ∗

)−κ∗

= exp(−x) (9)

を用いた．実用上は，κ = 3 ∼ 6 の小さな値を用いること
が多い．
カッパ分布（(3)式）の例を図 1に示す．フォーマット

やべき指数 κ の値は，カッパ分布の応用研究として広く知
られているサマーズ先生の論文 [8] の図１に合わせたもの
である．κ の値が小さな場合には，v/θ � 1領域に「べき
乗」成分が顕著に見えていること，また，κ が大きくなる
につれて分布関数がマクスウェル分布（点線）に近づいて
いくようすがわかる．数学的には，カッパ分布は統計学の
基本分布の１つである t分布（「スチューデントの t分布」
ともいう）の多変量版に相当し，t 分布も同じ極限で多変
量正規分布（=マクスウェル分布）に収束する．
次に，統計分布を用いてカッパ分布の性質をもう少し議
論する．ここでは，ベータプライム分布（第２種ベータ分
布）を拡張した一般化ベータプライム分布（Generalized
beta-prime distribution）を利用する．
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図 1 カッパ分布の関数形のサンプル．カッパ分布は κ = ∞の極
限でマクスウェル分布（点線）に収束する．

B′(x;α,β,k,λ)=
k

λB(α,β)

(x

λ

)αk−1
(
1+

(x

λ

)k
)−(α+β)

(10)
∫ ∞

0

B′(x;α,β,k,λ)dx=1 (11)

一般化ベータプライム分布 B′(x) は 4つのパラメーターを
とる．B(α, β) はベータ関数とその 2つの引数，k は形状
パラメーター, λ はスケールパラメーターである．(10)式
を使うと，カッパ分布の極座標形（(4)式）を

Fκ(v)dv = NB′
(
v;

3

2
, κ− 1

2
, 2, (κθ2)1/2

)
dv. (12)

と書くことができる．この延長でカッパ分布プラズマのエ
ネルギー密度 E を考えると

E=
∫ ∞

0

(
1

2
mv2

)
Fκ(v)dv

=
κNmθ2

2

B( 52 ,κ−
3
2 )

B( 32 ,κ−
1
2 )

{∫ ∞

0

B′
(
v;
5

2
,κ− 3

2
,2,(κθ2)1/2

)
dv

}

=
3κ

2(2κ−3)
Nmθ2 (13)

となる．κ = 3/2 でエネルギー密度が無限大に発散するた
め，カッパ指数は κ > 3/2 でなければならない．自由度 3，
温度 T のプラズマ系のエネルギー密度が

E =
3

2
NT (14)

であることと，(13)式を比べて，カッパ分布の実効温度

Teff =
κ

2κ− 3
mθ2 (15)

を得ることができる．κ → ∞のとき，(15)式はマクスウェ
ル分布のもの（(2)式）と一致する．
なお，カッパ分布は (3)式のほかに

f∗
κ(v)d

3v=
N

(πκ∗[θ∗]2)3/2
Γ(κ∗)

Γ(κ∗−3/2)

(
1+

v2

κ∗[θ∗]2

)−κ∗

d3v

(16)

の形で使われることもある [9]．(3)式と (16)式は，

κ∗ = κ+ 1, θ∗ =

√
κ

κ+ 1
θ (17)

と置き換えて，お互いに変換することができる．

3.3 ツァリス統計力学
カッパ分布は，通常のボルツマン・ギブス統計力学の枠

組みを拡張したツァリス（Tsallis）統計力学と関連してい
ると考えられている．ツァリス統計力学は，大きく言うと
(1) エントロピーの表式を拡張 [10] したうえで，(2) 期待
値の扱いに新しい原理 [11] を取り入れた統計力学である．
ツァリス統計の解説は本誌旧記事を含む文献・書籍に譲る
が [4, 7,12–14]，本章でも必要最小限の概要を説明する．
ボルツマン・ギブス統計では，以下のようにエントロ

ピーを定義する．

SB ≡ −
∑
i

pi ln pi (18)
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簡単のため，ここではボルツマン定数を無視した．pi は i

番目の物理状態をとる確率で，
∑

pi = 1 を満たす．よく知
られている通り，内部エネルギーが一定のときに (18)式
のボルツマン・エントロピーを最大化する分布関数が，(1)
式のマクスウェル分布である．さらに 1つの系内で，統計
的に独立な 2つの事象，A, B が起こるとすると，両者が同
時に起きる事象と，各部分系のそれぞれのエントロピーは

SB(A+B) = SB(A) + SB(B) (19)

を満たすことが知られている．この性質をボルツマン・エ
ントロピーの加法性と呼ぶ．
しかし，これらの議論は，局所局所で粒子が相互作用す
る系を前提としている．重力ポテンシャルを通じて遠隔
相互作用する星団系や，電磁場を介する無衝突プラズマ
系に，これらの議論を適用して良いかどうか自明ではな
い [12]．そこで，制約の 1つ（具体的には加法性）を緩め
る形でエントロピーを拡張し，これを起点に統計力学を再
構成する，さまざまな非加法的（nonextensive）統計力学
が提案されてきた．ツァリス統計力学はその中で最も成功
し，支持を得ているものである．
ツァリス [10] が提案した拡張エントロピー Sq を (20)

式に示す．これは今日，ツァリス・エントロピーと呼ばれ
ているものである．

Sq ≡ 1

q − 1

(
1−

∑
pq
)
=

1

q − 1

∑
(p− pq) (20)

q はエントロピー指数（Entropy index）と呼ばれる拡張パ
ラメーターであり，q = 1 のとき，Sq=1 = SB となってボ
ルツマン・エントロピー（(18)式）に帰着する．先ほどの
例と同様，2つの独立事象 A, B を考えると，ツァリス・エ
ントロピーは

Sq(A+B) = Sq(A) + Sq(B) + (1− q)Sq(A)Sq(B)

(21)

となり，q �= 1のときに加法性を満たさない．また，導出
を別の文献 [4,7,14] に譲るが，ツァリス・エントロピーを
最大化する速度分布関数が q-正規分布と呼ばれる分布関数

fq(v)d
3v ∼

(
1− 2(1− q)

5− 3q

v2

θ2eff

) 1
1−q

d3v (22)

であることがわかっている．θeff は実効的なスケールファ
クターである．エントロピー最大化の帰結として，自然界
で頻繁に観測される「べき」乗分布が登場することもツァ
リス統計力学の特徴の 1つである．
ツァリス統計力学では，上記のツァリス・エントロピー
に加えて，確率 p を q 乗で重みづけた「エスコート確率」
P を利用する [11, 15]．通常確率 p とエスコート確率 P

は，以下のように換算することができる．

P =
pq∑
(pq)

, p =
P 1/q

∑
(P 1/q)

(23)

そして，物理量 f(x) の期待値をエスコート確率を用いて
算出する．これを q-期待値と呼ぶ．

Eq[f(x)] =

∫
f(x)P (x)dx =

∫
f(x)p(x)qdx∫
p(x)qdx

(24)

実は (22)式の導出過程でも q-期待値を使っている．そし
て (22) 式を q 乗して重みづけしたエスコート確率の分
布は

fq(v)d
3v ∼

(
1− 2(1− q)

5− 3q

v2

θ2eff

) q
1−q

d3v (25)

となる．ここで

κ =
1

q − 1
←→ q = 1 +

1

κ
(26)

を使って変数変換し，κθ2 ≡ (κ − 3/2)θ2eff と置き換える
と，(16)式のカッパ分布を q-正規分布（(22)式）に，(3)
式のカッパ分布をエスコート分布（(25)式）に対応させる
ことができる．ツァリス統計の世界では，エスコート確率
P が実質的な確率分布の役割を果たすため，(3)式のカッ
パ分布がより理論と整合するとされている [7]．

3.4 カッパ分布の乱数生成法
カッパ分布を含むさまざまな運動論プラズマ素過程を研

究する有力手段の１つが，プラズマ粒子 (PIC) シミュレー
ションやモンテカルロシミュレーションである [16,17]．こ
れらのシミュレーションでは，計算の最初に粒子の速度を
乱数で初期化することが多い [18]．粒子の速度分布は多く
の場合，マクスウェル分布を想定しているが，カッパ分布
プラズマをシミュレーションする場合には当然，カッパ分
布を使う必要がある．本章では，PICシミュレーション等
で，カッパ分布に従う粒子の速度分布を乱数で生成する方
法を紹介する．
準備のため，マクスウェル分布（(1)式）の乱数生成法
を復習する．(1)式は３方向が独立した正規分布であるか
ら，正規分布に従う乱数 n1, n2, n3 を３つ用意して

vx = σn1, vy = σn2, vz = σn3, (27)

とすれば良い．σ2 = (1/2)θ2M は正規分布の分散である．
正規乱数を生成するには，数学ライブラリの正規乱数生成
ルーチンを使うか，移植性を考えて Box–Muller 法 [19] を
実装すれば良い．Box–Muller 法は，２つの独立した一様
乱数 X1, X2 ∼ U(0, 1) を使って

n1 =
√
−2 lnX1 sin(2πX2) (28)

n2 =
√
−2 lnX1 cos(2πX2) (29)

の手順で 2つの正規乱数 n1 ∼ N (0, 1), n2 ∼ N (0, 1) を生
成する．N (0, 1) は平均 0，分散 1 の正規分布である．生
成される n1, n2 の分布はそれぞれ独立である．
次に，マクスウェル分布（(1)式）を極座標系に移して

（d3v = 4πv2dv），変数 x ≡ (v2/v2M) で書き換えると

fM(x)dx =
2NM√

π
x1/2e−xdx = NMGa

(
x;

3

2
, 1

)
dx

(30)

となる．ここで
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簡単のため，ここではボルツマン定数を無視した．pi は i

番目の物理状態をとる確率で，
∑

pi = 1 を満たす．よく知
られている通り，内部エネルギーが一定のときに (18)式
のボルツマン・エントロピーを最大化する分布関数が，(1)
式のマクスウェル分布である．さらに 1つの系内で，統計
的に独立な 2つの事象，A, B が起こるとすると，両者が同
時に起きる事象と，各部分系のそれぞれのエントロピーは

SB(A+B) = SB(A) + SB(B) (19)

を満たすことが知られている．この性質をボルツマン・エ
ントロピーの加法性と呼ぶ．
しかし，これらの議論は，局所局所で粒子が相互作用す
る系を前提としている．重力ポテンシャルを通じて遠隔
相互作用する星団系や，電磁場を介する無衝突プラズマ
系に，これらの議論を適用して良いかどうか自明ではな
い [12]．そこで，制約の 1つ（具体的には加法性）を緩め
る形でエントロピーを拡張し，これを起点に統計力学を再
構成する，さまざまな非加法的（nonextensive）統計力学
が提案されてきた．ツァリス統計力学はその中で最も成功
し，支持を得ているものである．
ツァリス [10] が提案した拡張エントロピー Sq を (20)
式に示す．これは今日，ツァリス・エントロピーと呼ばれ
ているものである．

Sq ≡ 1

q − 1

(
1−

∑
pq
)
=

1

q − 1

∑
(p− pq) (20)

q はエントロピー指数（Entropy index）と呼ばれる拡張パ
ラメーターであり，q = 1 のとき，Sq=1 = SB となってボ
ルツマン・エントロピー（(18)式）に帰着する．先ほどの
例と同様，2つの独立事象 A, B を考えると，ツァリス・エ
ントロピーは

Sq(A+B) = Sq(A) + Sq(B) + (1− q)Sq(A)Sq(B)

(21)

となり，q �= 1のときに加法性を満たさない．また，導出
を別の文献 [4,7,14] に譲るが，ツァリス・エントロピーを
最大化する速度分布関数が q-正規分布と呼ばれる分布関数

fq(v)d
3v ∼

(
1− 2(1− q)

5− 3q

v2

θ2eff

) 1
1−q

d3v (22)

であることがわかっている．θeff は実効的なスケールファ
クターである．エントロピー最大化の帰結として，自然界
で頻繁に観測される「べき」乗分布が登場することもツァ
リス統計力学の特徴の 1つである．
ツァリス統計力学では，上記のツァリス・エントロピー
に加えて，確率 p を q 乗で重みづけた「エスコート確率」
P を利用する [11, 15]．通常確率 p とエスコート確率 P

は，以下のように換算することができる．

P =
pq∑
(pq)

, p =
P 1/q

∑
(P 1/q)

(23)

そして，物理量 f(x) の期待値をエスコート確率を用いて
算出する．これを q-期待値と呼ぶ．

Eq[f(x)] =

∫
f(x)P (x)dx =

∫
f(x)p(x)qdx∫
p(x)qdx

(24)

実は (22)式の導出過程でも q-期待値を使っている．そし
て (22) 式を q 乗して重みづけしたエスコート確率の分
布は

fq(v)d
3v ∼

(
1− 2(1− q)

5− 3q

v2

θ2eff

) q
1−q

d3v (25)

となる．ここで

κ =
1

q − 1
←→ q = 1 +

1

κ
(26)

を使って変数変換し，κθ2 ≡ (κ − 3/2)θ2eff と置き換える
と，(16)式のカッパ分布を q-正規分布（(22)式）に，(3)
式のカッパ分布をエスコート分布（(25)式）に対応させる
ことができる．ツァリス統計の世界では，エスコート確率
P が実質的な確率分布の役割を果たすため，(3)式のカッ
パ分布がより理論と整合するとされている [7]．

3.4 カッパ分布の乱数生成法
カッパ分布を含むさまざまな運動論プラズマ素過程を研

究する有力手段の１つが，プラズマ粒子 (PIC) シミュレー
ションやモンテカルロシミュレーションである [16,17]．こ
れらのシミュレーションでは，計算の最初に粒子の速度を
乱数で初期化することが多い [18]．粒子の速度分布は多く
の場合，マクスウェル分布を想定しているが，カッパ分布
プラズマをシミュレーションする場合には当然，カッパ分
布を使う必要がある．本章では，PICシミュレーション等
で，カッパ分布に従う粒子の速度分布を乱数で生成する方
法を紹介する．
準備のため，マクスウェル分布（(1)式）の乱数生成法

を復習する．(1)式は３方向が独立した正規分布であるか
ら，正規分布に従う乱数 n1, n2, n3 を３つ用意して

vx = σn1, vy = σn2, vz = σn3, (27)

とすれば良い．σ2 = (1/2)θ2M は正規分布の分散である．
正規乱数を生成するには，数学ライブラリの正規乱数生成
ルーチンを使うか，移植性を考えて Box–Muller 法 [19] を
実装すれば良い．Box–Muller 法は，２つの独立した一様
乱数 X1, X2 ∼ U(0, 1) を使って

n1 =
√
−2 lnX1 sin(2πX2) (28)

n2 =
√
−2 lnX1 cos(2πX2) (29)

の手順で 2つの正規乱数 n1 ∼ N (0, 1), n2 ∼ N (0, 1) を生
成する．N (0, 1) は平均 0，分散 1 の正規分布である．生
成される n1, n2 の分布はそれぞれ独立である．
次に，マクスウェル分布（(1)式）を極座標系に移して

（d3v = 4πv2dv），変数 x ≡ (v2/v2M) で書き換えると

fM(x)dx =
2NM√

π
x1/2e−xdx = NMGa

(
x;

3

2
, 1

)
dx

(30)

となる．ここで

Ga(x; k, λ) =
xk−1e−x/λ

Γ(k)λk
,

∫ ∞

0

Ga(x; k, λ) dx = 1

(31)

はガンマ分布であり，k, λ をそれぞれ形状パラメーター，
スケールパラメーターと呼ぶ．(30)式は，マクスウェル分
布の速度（|v|）分布がガンマ分布に従うことを示している．
転じて，ガンマ分布に従って分布するガンマ乱数 XGa(α,β)

を使えば，マクスウェル分布の速度 |v| を乱数生成するこ
とができる．

v = θM

√
XGa(3/2,1) = σ

√
XGa(3/2,2). (32)

それではカッパ分布の話に戻ろう．一般化ベータプライ
ム分布（(10)式）に従う乱数は

XB′(α,β,k,λ) = λ
(
XB′(α,β,1,1)

)1/k
= λ

(
XGa(α,δ)

XGa(β,δ)

)1/k

(33)

という手順で生成することができる [20]．(33)式右辺の分
子と分母のガンマ乱数のスケールファクター δ は，両者が
一致する限り任意のものを選んで良い．ここでは δ = 2 と
おく．(33)式から，(12)式のカッパ分布に従う速度分布を
以下の手順で乱数生成できることがわかる．

v =

(
κθ2

XGa(3/2,2)

XGa(κ−1/2,2)

)1/2

(34)

さらに (34)式の右辺の分子は (32)式と同じ形だから，各
次元ごとに正規乱数 n1, n2, n3 を生成してから，ガンマ乱
数 χ2

ν = XGa(κ−1/2,2) の平方根で割ってやれば，カッパ分
布を乱数生成できることがわかる．

vx =

√
κθ2 n1√

χ2
ν

, vy =

√
κθ2 n2√

χ2
ν

, vz =

√
κθ2 n3√

χ2
ν

,

(35)

このアルゴリズムを表 1 に示す．ガンマ乱数を生成するた
めには，数値計算ライブラリを使うか，あるいはMarsaglia
& Tsang [21] の方法を使えば良いだろう．後者の方法の詳
細は，原論文あるいは当該分野の教科書を参照していただ
きたい [21–24]．なお，ν (≡ 2κ− 1) が整数のとき，表 1 の
2行目のガンマ乱数の分布は自由度 ν のカイ自乗分布と等
価である．多変量 t 分布であるカッパ分布を乱数生成する
ためには，多変量正規分布を自由度 ν のカイ自乗分布 χ2

ν

で割ってやればよいことは知られており [24–26]，表 1 は
この有名な方法と一致する．
表 1 のアルゴリズムで，106 個の粒子を使って κ = 3.5

表 1 カッパ分布の乱数生成法．
input: κ > 3/2, θ > 0

generate n1, n2, n3 ∼ N (0, 1)

generate χ2
ν ∼ Ga(κ− 1/2, 2)

r ←
√

κθ2/χ2
ν

vx ← rn1

vy ← rn2

vz ← rn3
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図 2 κ = 3.5 のカッパ分布に従って乱数生成した粒子速度分布
（ヒストグラム）と解析解（黒線）．黒の点線は内接マクス
ウェル分布．

のカッパ分布を生成した結果を図 2 に示す．速度の関数
F (|v|) の形で，数値結果（ヒストグラム）と解析解（黒の
実線）を比較しており，両者がよく一致することがわかる．
黒の点線は v0 = θ でカッパ分布に内接するマクスウェル
分布である．これを基準にすると，高エネルギー帯の「べ
き」乗分布が見やすいだろう．べき指数が ≈ 2κ であるこ
とと，カッパ分布の最頻速度が |v| = θ であることも確認
できる．

3.5 さまざまなカッパ分布
3.2で紹介した基本形のほかに，カッパ分布のさまざま
な発展形・派生形が考えられている．本章では宇宙空間・
天体プラズマ研究で重要な，カッパロスコーン分布，相対
論的カッパ分布，正則化カッパ分布を簡単に紹介する．
太陽のコロナループや磁化惑星のダイポール磁場などの

ループ磁場領域では，ピッチ角（速度ベクトルと磁力線の
なす角）の大きな粒子がミラー反射で閉じ込められる一
方，ピッチ角の小さな粒子が磁力線に沿って流出する．そ
のため，速度分布関数は，磁力線方向に穴が空いた「ロス
コーン」を形成する．そして，ロスコーンと高エネルギー
のべき乗成分を同時に扱うのが，カッパ分布とロスコーン
分布を組み合わせたカッパロスコーン（Kappa Loss-Cone;
KLC）分布である [8]．

fKLC(v) =
N

π3/2θ‖θ
2
⊥κj+3/2

Γ(κ+ j + 1)

Γ(j + 1)Γ(κ− 1/2)

×
(
v⊥
θ⊥

)2j (
1 +

v2‖

κθ2‖
+

v2⊥
κθ2⊥

)−(κ+j+1)

(36)

j ≥ 0 はロスコーンの形状を決めるロスコーン指数で，磁
力線水平・垂直方向の特徴速度を θ‖, θ⊥ としている．垂直
速度 v⊥ のべき乗で擬似的にロスコーンの形状を近似して
いる．一方，ロスコーンの生成原理を踏まえ，その形状が
ピッチ角 α のみで決まるとして，以下の分布関数を使う
こともある [27,28]．
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図 3 カッパロスコーン分布（(37) 式）の乱数生成結果 [28]．数
値解と厳密解のコンターをそれぞれ実線と点線で示す．縦
軸は磁力線水平方向，横軸は磁力線垂直方向の速度である．

fKLC′(v) =
N

π2θ3κ3/2

2Γ(j + 3/2)Γ(κ+ 1)

Γ(j + 1)Γ(κ− 1/2)

×
(
sinα

)2j(
1 +

v2

κθ2

)−(κ+1)
(37)

こうした KLC分布は，主にプラズマ波動の伝搬・生成と
いった理論研究で使われてきた．最近，PIC シミュレー
ションのために，正規乱数やガンマ乱数を組み合わせ，こ
れらの KLC分布を乱数生成する数値解法を筆者らが提案
したところである [28]．本章では詳細には触れないが，提
案手法を用いて，106個の粒子を用いて，j = 2, κ = 3.5 の
KLC分布（(37)式）を乱数生成した結果を図 3 に示す．磁
力線の向きを基準にした v‖-v⊥ 平面の第一象限で，位相空
間密度 f を示している．縦軸（v‖）方向にロスコーンが出
来る KLC分布の特徴がよく見えている．横軸（v⊥）方向
では，密度分布が v のべき乗で小さくなっていく．今後，
この新しい数値解法を使って，KLC分布を利用した PIC
シミュレーション研究が立ち上がり，新しい成果が出てく
ることを期待している．
高エネルギー天体プラズマ環境では，プラズマ温度 T

が静止質量エネルギー mc2 と比べて無視できないことが
ある．電子の場合は 512 keV が静止質量エネルギーに相当
し，数百 keV ぐらいから，特殊相対論効果を加味した相対
論的マクスウェル分布や相対論的カッパ分布を考える必要
がある．例えば，ブラックホール近傍の電子の放射スペク
トルの見積もりに相対論的カッパ分布が利用されるように
なってきた [29–31]．よく使われる相対論的カッパ分布の
表式は以下の通りである [32–34]．

fRK(p)d
3p ∼

(
1 +

(γ − 1)mc2

κTκ

)−(κ+1)

d3p (38)

ここで γ = [1 − (v/c)2]1/2 はローレンツ因子，p = mγv

は運動量，Tκ はカッパ分布の特徴温度である．κ パラメー
ターの定義域は，非相対論では κ > 3/2 だったのに対し
て，相対論的カッパ分布では κ > 3 となる．これは，相対
論的エネルギーでは p ∝ γ となるため，エネルギー密度が
∝

∫∞
γfRK(p)p

2dp ∼
∫∞

p2−κdp となり，べき指数 κ = 3

で無限大に発散してしまうからである．PIC・モンテカル
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図 4 相対論的カッパ分布の乱数生成結果 [20]．モンテカルロ粒
子の運動量ヒストグラム（グレー）と厳密解（黒線）を示す．

ロシミュレーションでは，ガンマ分布と棄却法を用いて相
対論的カッパ分布を生成する数値解法が提案されたところ
である [20,35]．図 4 に，筆者らの提案手法 [20]を使って，
106 個の粒子を用いて特徴温度 Tκ/mc2 = 1.0, カッパ指数
κ = 3.5 の相対論的カッパ分布を乱数生成した結果を示す．
粒子の運動量 p のヒストグラム（グレー）が厳密解（黒線）
とよく一致している．また，低エネルギーの熱的コア成分
から高エネルギーの「べき」乗成分に変化する，カッパ分
布の特徴がよく現れている．高エネルギー部の「べき」指
数は非相対論（(6)式）のときと違い，κ− 1 = 2.5 となる．
最後の例として，最近提案された正則化カッパ分布（Reg-

ularized Kappa Distribution）を紹介する [36,37]．正則化
カッパ分布はカッパ分布にカットオフ関数を掛けあわせた
もので，関数形は

fRKD(v;κ, α) ∼
(
1 +

v2

κθ2

)−(κ+1)

exp

(
−α2 v

2

θ2

)

(39)

である．α はカットオフ速度 θ/α を決めるパラメーター
で，α = 0.1, α = 0.01 などの小さな値を用いることが多
い．正則化カッパ分布は，低エネルギーの熱的コアから出
発して v ∼ θ あたりから「べき」乗分布に遷移するところ
までは，標準カッパ分布と同じである．しかし，v ∼ θ/α

あたりから，減衰の速い指数関数が効いて分布を抑えてし
まう．標準カッパ分布は κ = 3/2 でエネルギー（2次モー
メント），κ = 1/2 で密度が発散する性質を持っていたが，
正則化カッパ分布はカットオフ速度以遠の分布を強制的
に打ち切るため，例えば κ < 3/2 でもエネルギー密度が
発散しない．そのため正則化カッパ分布は，明示的に光速
以上の速度を避けたり，一時的にハードなべきが現れる現
象を議論するために役立つと期待されている．興味深いこ
とに，正則化カッパ分布のボルツマンエントロピーは，加
法的であることが示されている [38]．正則化カッパ分布を
使った PICシミュレーション研究もこれから登場するこ
とが期待される．例えば，3.4の方法で標準カッパ分布を
生成した後，一様乱数 X ∼ U(0, 1) を使って

X < exp

(
−α2 v

2

θ2

)
(40)
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図 3 カッパロスコーン分布（(37) 式）の乱数生成結果 [28]．数
値解と厳密解のコンターをそれぞれ実線と点線で示す．縦
軸は磁力線水平方向，横軸は磁力線垂直方向の速度である．

fKLC′(v) =
N

π2θ3κ3/2

2Γ(j + 3/2)Γ(κ+ 1)

Γ(j + 1)Γ(κ− 1/2)

×
(
sinα

)2j(
1 +

v2

κθ2

)−(κ+1)
(37)

こうした KLC分布は，主にプラズマ波動の伝搬・生成と
いった理論研究で使われてきた．最近，PIC シミュレー
ションのために，正規乱数やガンマ乱数を組み合わせ，こ
れらの KLC分布を乱数生成する数値解法を筆者らが提案
したところである [28]．本章では詳細には触れないが，提
案手法を用いて，106個の粒子を用いて，j = 2, κ = 3.5 の
KLC分布（(37)式）を乱数生成した結果を図 3 に示す．磁
力線の向きを基準にした v‖-v⊥ 平面の第一象限で，位相空
間密度 f を示している．縦軸（v‖）方向にロスコーンが出
来る KLC分布の特徴がよく見えている．横軸（v⊥）方向
では，密度分布が v のべき乗で小さくなっていく．今後，
この新しい数値解法を使って，KLC分布を利用した PIC
シミュレーション研究が立ち上がり，新しい成果が出てく
ることを期待している．
高エネルギー天体プラズマ環境では，プラズマ温度 T

が静止質量エネルギー mc2 と比べて無視できないことが
ある．電子の場合は 512 keV が静止質量エネルギーに相当
し，数百 keV ぐらいから，特殊相対論効果を加味した相対
論的マクスウェル分布や相対論的カッパ分布を考える必要
がある．例えば，ブラックホール近傍の電子の放射スペク
トルの見積もりに相対論的カッパ分布が利用されるように
なってきた [29–31]．よく使われる相対論的カッパ分布の
表式は以下の通りである [32–34]．

fRK(p)d
3p ∼

(
1 +

(γ − 1)mc2

κTκ

)−(κ+1)

d3p (38)

ここで γ = [1 − (v/c)2]1/2 はローレンツ因子，p = mγv

は運動量，Tκ はカッパ分布の特徴温度である．κ パラメー
ターの定義域は，非相対論では κ > 3/2 だったのに対し
て，相対論的カッパ分布では κ > 3 となる．これは，相対
論的エネルギーでは p ∝ γ となるため，エネルギー密度が
∝

∫∞
γfRK(p)p

2dp ∼
∫∞

p2−κdp となり，べき指数 κ = 3

で無限大に発散してしまうからである．PIC・モンテカル
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図 4 相対論的カッパ分布の乱数生成結果 [20]．モンテカルロ粒
子の運動量ヒストグラム（グレー）と厳密解（黒線）を示す．

ロシミュレーションでは，ガンマ分布と棄却法を用いて相
対論的カッパ分布を生成する数値解法が提案されたところ
である [20,35]．図 4 に，筆者らの提案手法 [20]を使って，
106 個の粒子を用いて特徴温度 Tκ/mc2 = 1.0, カッパ指数
κ = 3.5 の相対論的カッパ分布を乱数生成した結果を示す．
粒子の運動量 p のヒストグラム（グレー）が厳密解（黒線）
とよく一致している．また，低エネルギーの熱的コア成分
から高エネルギーの「べき」乗成分に変化する，カッパ分
布の特徴がよく現れている．高エネルギー部の「べき」指
数は非相対論（(6)式）のときと違い，κ− 1 = 2.5 となる．
最後の例として，最近提案された正則化カッパ分布（Reg-

ularized Kappa Distribution）を紹介する [36,37]．正則化
カッパ分布はカッパ分布にカットオフ関数を掛けあわせた
もので，関数形は

fRKD(v;κ, α) ∼
(
1 +

v2

κθ2

)−(κ+1)

exp

(
−α2 v

2

θ2

)

(39)

である．α はカットオフ速度 θ/α を決めるパラメーター
で，α = 0.1, α = 0.01 などの小さな値を用いることが多
い．正則化カッパ分布は，低エネルギーの熱的コアから出
発して v ∼ θ あたりから「べき」乗分布に遷移するところ
までは，標準カッパ分布と同じである．しかし，v ∼ θ/α

あたりから，減衰の速い指数関数が効いて分布を抑えてし
まう．標準カッパ分布は κ = 3/2 でエネルギー（2次モー
メント），κ = 1/2 で密度が発散する性質を持っていたが，
正則化カッパ分布はカットオフ速度以遠の分布を強制的
に打ち切るため，例えば κ < 3/2 でもエネルギー密度が
発散しない．そのため正則化カッパ分布は，明示的に光速
以上の速度を避けたり，一時的にハードなべきが現れる現
象を議論するために役立つと期待されている．興味深いこ
とに，正則化カッパ分布のボルツマンエントロピーは，加
法的であることが示されている [38]．正則化カッパ分布を
使った PICシミュレーション研究もこれから登場するこ
とが期待される．例えば，3.4の方法で標準カッパ分布を
生成した後，一様乱数 X ∼ U(0, 1) を使って

X < exp

(
−α2 v

2

θ2

)
(40)

のときの結果を採用すれば（棄却法），正則化カッパ分布
を生成できるだろう．

3.6 議論
現在，PIC シミュレーションを使って運動論プラズマ

現象を調べる研究が活発に行われている．しかし，問題設
定の時点でカッパ分布を考慮した PICシミュレーション
研究はそれほど多くなく [26, 39–42]，シミュレーションの
結果からも，「べき」乗のエネルギースペクトルのフィッ
ティング手段としてカッパ分布を利用するぐらいであっ
た [43]．筆者の私見だが，カッパ分布の重要性に反してシ
ミュレーション研究が下火だった理由の１つは，3.4で紹
介した数値解法があまり知られてなかったからだと感じ
ている．Abdul & Mace [26] がカッパ分布と多変量 t 分布
の関係から表 1 相当の乱数生成方法を示したのに続いて，
その後の筆者らの仕事 [20, 28] で 3.5の派生形も含むカッ
パ分布の乱数生成方法が整備された．今後，カッパ分布を
取り入れた PICシミュレーション研究が盛んになるとと
もに，シミュレーション結果を活かして，プラズマ物理と
ツァリス統計力学との関係の理解が進むことも期待して
いる．
運動論プラズマ分野では，PICシミュレーションで得ら

れた分布関数の H 関数

H(x) = −
∫

f(x, v) ln f(x, v)d3v (41)

を使って，運動論エントロピーを議論する研究が進められ
ている [44–46]．これらはプラズマ現象の可逆性という重
要問題に通じるテーマでもある．今後は，カッパ分布と各
種運動論エントロピーとの関係を理解したうえで，議論の
枠組みにツァリス・エントロピーを取りこむことなどが面
白い研究テーマになるだろう．
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