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多くのプラズマ物理現象の理解の基礎となっている
Boltzmann-Gibbs 統計力学は、相互作用の時間・空間ス
ケールが十分小さく、エルゴート性の条件が満たされてい
ることを前提とする。一方、相互作用が長距離・長時間に
及ぶ系や、カオス領域の縁で見られる必ずしもエルゴート
性の条件が成立しない複雑現象では、Boltzmann-Gibbs統
計力学を拡張する試みがなされてきた。その一つが Tsallis
統計力学 [1]による理論体系である。Boltzmann-Gibbs統
計力学においてエントロピーは加法的 (示量変数)、つまり
部分系を合わせた全体系について、全体系のエントロピー
は各部分系のエントロピーの和になる。一方 Tsallis統計力
学では全体のエントロピーは部分のエントロピーの単純な
和ではなく、相関や結合の寄与が加わる。このようにエン
トロピーを非加法的な量として拡張し、最大エントロピー
原理に基づいて定式化することにより、開放系における非
平衡定常状態の記述への応用が広く議論されている。たと
えば、銀河の質量分布に見られるような遮蔽のない長距離
相互作用が働く自己重力系 [2]、生物の移動においてまれ
に長距離移動が生じるレヴィウォーク [3]、あるいは金融
市場における株価の変動のように履歴依存性が長時間持続
する時系列系 [4]など、多様な非平衡系においてモデル化
に用いられてきた。
プラズマ科学分野においては、長距離相互作用の例とし
て純電子プラズマの準平衡分布があげられる [5]。非中性
プラズマではクーロン相互作用の長距離力が遮蔽されず、
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中性プラズマとは異なる性質を示す。また特に議論され
てきたのが太陽風など無衝突プラズマ中のエントロピー
生成過程である [6]。衝突頻度が十分に高いプラズマでは、
クーロン衝突によりエントロピーが増加する。一方、無衝
突プラズマにおいては、波動を介したエネルギー散逸が重
要となる。太陽風における粒子のエネルギー分布関数が、
Tsallis 統計力学においてエントロピーが最大となるカッ
パ分布 (高エネルギー側で冪関数的な減衰を示す分布)と
よく一致することが知られている。太陽圏内で観測される
さまざまな冪型エネルギー分布に対して、冪関数の指数と
対応づけられるカッパ指数も明らかにされてきている [7]。
Tsallis統計力学においてカッパ指数は非加法性の度合い q

と紐ついており、分布関数を形成する物理過程とも関連す
る。さらに、非平衡弱電離プラズマにおける温度の定義に
ついても議論の対象となっている。統計力学的に様々な形
式で導出される温度に対し、Boltzmann-Gibbs統計力学で
これらは異なる値となったが [8]、Tsallis統計力学の上で
一致することを示す結果 [9, 10]が得られている。
本小特集では Tsallis統計力学を概説するとともに、プ
ラズマ研究におけるその応用について、理論および実験・
観測の両面から近年の進展を取り上げる。2章では数理科
学の観点から Tsallis統計力学の理論体系を解説する。3章
ではプラズマ粒子シミュレーションにおける Tsallis統計
力学の取り扱いについて議論する。4章では宇宙プラズマ
に見られるカッパ分布の記述について、観測的側面から考
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察する。5章では非平衡弱電離プラズマにおける電子温度
の扱いについて、Boltzmann-Gibbs 統計力学と Tsallis 統
計力学の比較を通じて論じる。本小特集が、非平衡状態に
あるプラズマ現象の理解と一般化を深化させる契機となる
ことを期待する。
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本稿では，Tsallisエントロピーの起源から始め，Tsallisエントロピーと Rényiエントロピーの直接的関係，
Tsallisエントロピーの背景にある基本的な非線形微分方程式の存在，そして，その非線形微分方程式から，マル
チフラクタルも含め，いかに，Tsallis統計の主要な結果が導かれるのかを述べる．
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2.1 Tsallisエントロピーの起源
今日，非加法的統計力学の代表例として，Tsallis統計が

知られている．これは，1988年に，Boltzmann-Gibbs統計
の一般化のために，物理学者 Constantino Tsallisが導入し
たエントロピーが起源である [1]．情報数理が専門である
筆者から言えば，Boltzmann-Gibbs統計の最大の特徴は，
系の独立性である．それゆえ，その適用範囲は，独立性か
らの僅かなずれを許容する範囲内に限定される．つまり，
対象とする物理系の相互作用は短距離である．数学的に
言えば，Boltzmann-Gibbs統計は，指数関数族による統計
力学である．これに対して，複雑系などで広く知られる，
異常統計，べき乗則，スケールフリー，ロングテールなど
の特徴は，長距離相関などが特徴であり，べき関数族の統
計力学である．Tsallisは，これらの特徴を捉えられるよう
に，マルチフラクタルに着目して，一般化エントロピーを
提案した [1]．

Tsallis統計の起源となった論文 [1]の 1ページ目に，マ
ルチフラクタルを背景に Tsallisエントロピー STsallis

q を提
案することが書かれている．しかし，そこには，導出過程
の記載はない．

STsallis
q (p1, · · · , pn) :=

1−
n∑

i=1

pqi

q − 1
(1)

ここで，q ∈ R, q �= 1で，q → 1のとき，Shannonエント
ロピーに一致する．

2009 年に，筆者が，Tsallis らを招待した国際ワーク
ショップを京都で開催した際，京都に到着された日の昼食
時に，他の招待講演者も交えて，直接，ご本人に，Tsallis
エントロピーの発見の経緯を尋ねた．ご自身曰く，ある会
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議で，研究者が議論しているのを少し遠目で見ていたと
き，ホワイトボードの数式の多くに，pqi あるいは

∑
i p

q
i が

書かれていることに気づき，これをエントロピーの式に使
えないかと思ったことがきっかけだったとのことである．
実際，そのときの導出は，ご自身によって，[2] に書かれ
ており，直観的な導出であったことがわかる．Tsallisエン
トロピーとほぼ同等の式は，情報理論の世界では，すでに
導かれていたが [3, 4]，Boltzmann-Gibbs統計の一般化の
ために，Jaynesの最大エントロピー原理の枠組み [5]で，
Tsallisエントロピーの最大化を用いたのは，筆者の知る限
り，1988年の Tsallisの論文 [1]が初めてであったと思う．

2.2 Rényiエントロピーとの関係
マルチフラクタルを背景に，Tsallisエントロピーが生ま
れたのであれば，当時，マルチフラクタルの分野で，すで
によく知られていた Rényiエントロピー [6]との関係を問
うのは自然であろう．先の京都での会話で，当時，Rényiエ
ントロピーがすでに知られていたのではと尋ねたところ，
皆にそう言われたそうだが，ご本人は査読者の指摘で，初
めて知ったとのことである．
実は，Rényiエントロピーと Tsallisエントロピーの間に
は，次のような簡潔な関係がある [7]．

exp
(
SRényi
q (pi)

)
=expq

(
STsallis
q (pi)

)
(2)

=exp1/q

(
STsallis
1/q (Pi)

)
�ε−Dq (3)

ここで，SRényi
q は，Rényiエントロピー：

SRényi
q

(
p1, · · · , pn(ε)

)
:=

ln
n(ε)∑
i=1

pqi

1− q
, (4)
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expq は q-指数関数と呼ばれ，1 + (1− q)x > 0のときに，

expq (x) := (1 + (1− q)x)
1

1−q (5)

で定義される．なお，この逆関数の q-対数関数 lnqは，x > 0

に対して，

lnq x :=
x1−q − 1

1− q
(6)

で定義される．q-指数関数も q-対数関数も，q → 1のとき，
それぞれ，通常の指数関数と対数関数に一致する．また，
(3)における {Pi}は，{pi}のエスコート分布と呼ばれ，次
で定義される．

Pi :=
pqi∑
j

pqj
(7)

(3)のDq は，与えられた集合 A ⊂ Rnの一般化次元 [8–10]
であり，(4) の n (ε) は，対象としている集合 A を直径
d (V ) = εの V ⊂ Rn で被覆したときの数である．このと
き，(2),(3)における Tsallisエントロピーでは，nを n (ε)

で置き換えている．(3)における �は，εが十分に小さい
時に，ほぼ等しくなるという意味である．
式 (2),(3) の関係は，有名なボルツマンの関係式 S =

kB lnW を変形したアインシュタインの関係式 [11]：

exp (S) = W (8)

の拡張になっている（簡単のため，ボルツマン定数 kB = 1

とおいた）．つまり，Rényiエントロピーと Tsallisエント
ロピーの違いは，同じ微視的な状態数Wq := ε−Dq に対し
て，とる対数の違いだけである．

SRényi
q = lnWq, STsallis

q = lnq Wq (9)

次元という意味（この場合，一般化次元Dq）では，状態数
の対数 lnをとるのは，自然であろう．また，Rényiエント
ロピーは，通常の対数 lnをとっているがゆえに，加法的で
ある．対して，Tsallisエントロピーは，q-対数 lnq をとっ
ているがゆえに，非加法的である．しかも．Tsallisエント
ロピーは，数理的な意味で，極めて自然なエントロピーで
ある．そのことを次で述べる．

2.3 基本的な非線形微分方程式から導かれる Tsallis
エントロピー

Tsallisエントロピーが，導出過程なく与えられ，その最
大化で得られる q-指数関数を中心に，Boltzmann-Gibbs統
計の一般化という理論展開（特に，Legendre変換構造 [12]）
と，q-指数関数による観測データの説明から，多くの論文
が生まれてきた．しかし，同時に，多くの研究者が Tsallis
エントロピーを懐疑的に思うのは致し方なかった [13]．な
ぜなら，そもそも，Tsallisエントロピーの導出の背景が直
観的で，なぜ，Tsallisエントロピーを使うのかという素朴
な疑問に対して，Tsallis 統計が，Legendre 変換構造 [12]
などの望ましい性質を満たしているなど間接的な解答はで
きても，当時，誰も直接的な解答を持ち合わせていなかっ

たからである．
筆者も，当初，なぜ．このエントロピーを使うのか懐疑
的であったが，本稿で簡潔に述べるように，数学的に疑い
ようのない理論的背景が存在することを見つけた．結論
から書けば，Tsallis 統計とは，最も簡潔な非線形微分方
程式：

dy

dx
= yq (10)

の数理である．つまり，この非線形微分方程式 (10)から，
Tsallis統計の数々の理論的結果が自然に導かれる．
非線形微分方程式 (10)は，変数分離形の非線形微分方

程式なので，解析的に解くことができる．ただし，初期値
は，(x0, y0) ∈ R2, y0 > 0を満たすものとする．(10)を，通
常の指数関数の一般化を特徴づけする微分方程式として解
くと，

y

expq (C)
= expq

(
x(

expq (C)
)1−q

)
(11)

を得る．ここで，C は，1 + (1− q)C > 0を満たす積分定
数で，初期条件で決まり，C = lnq y0 − x0 である．この
導出より，以後，q-指数関数 expq と q-対数関数 lnq が中心
的な役割を演じる．なお，出発点となる非線形微分方程式
(10)の解が q-指数関数であることを見つけたのは，Tsallis
自身である [14, 15]．しかし，そこでは，初期条件として，
(x0, y0) = (0, 1)を採用している．つまり，C = 0である．
このとき，q の値に関係なく expq (C) = 1 であり，非線
形微分方程式 (10)が本来持っているスケーリングが見え
ない．
通常の指数関数の基本的な法則として，指数法則が知
られているように，q-指数関数 expq に対しても，同様の
指数法則が満たされるように新しい演算 q-積 ⊗q を導入
する [16,17]．

expq (x)⊗q expq (y) = expq (x+ y) (12)

あるいは，

lnq (x⊗q y) = lnq x+ lnq y. (13)

q-指数関数 expq の定義が (5) でわかっているので，q-積
⊗q の定義を具体的に書き下せるが，省略する．
ここで，q-積の物理的な意味を与えておく [18]．(12)

の右辺の x + y にあるように，x と y は，同じスケール
（物差し）上の値なので，x + y という和の演算が可能と
いう当然のことに着目する．実際，通常の積を用いて，
expq (x+ y) = expq (x) expq

(
y

1+(1−q)x

)
と書けるが，xと

y
1+(1−q)x は，もはや同じスケール（物差し）上の値ではな
い．xと yそれぞれに，エネルギーなどの物理的な単位を
考えれば，xはエネルギーの単位であり， y

1+(1−q)x は，エ
ネルギーの比なので単位を持たない．つまり，expq (x+ y)

を，同じスケール（物差し）上の値に分割するのが，q-積
である．よって，非線形微分方程式 (10)で支配される物
理系を各エネルギーごとに q-積で分割する場合の数を考え
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自身である [14, 15]．しかし，そこでは，初期条件として，
(x0, y0) = (0, 1)を採用している．つまり，C = 0である．
このとき，q の値に関係なく expq (C) = 1 であり，非線
形微分方程式 (10)が本来持っているスケーリングが見え
ない．
通常の指数関数の基本的な法則として，指数法則が知
られているように，q-指数関数 expq に対しても，同様の
指数法則が満たされるように新しい演算 q-積 ⊗q を導入
する [16,17]．

expq (x)⊗q expq (y) = expq (x+ y) (12)

あるいは，

lnq (x⊗q y) = lnq x+ lnq y. (13)

q-指数関数 expq の定義が (5) でわかっているので，q-積
⊗q の定義を具体的に書き下せるが，省略する．
ここで，q-積の物理的な意味を与えておく [18]．(12)

の右辺の x + y にあるように，x と y は，同じスケール
（物差し）上の値なので，x + y という和の演算が可能と
いう当然のことに着目する．実際，通常の積を用いて，
expq (x+ y) = expq (x) expq

(
y

1+(1−q)x

)
と書けるが，xと

y
1+(1−q)x は，もはや同じスケール（物差し）上の値ではな
い．xと yそれぞれに，エネルギーなどの物理的な単位を
考えれば，xはエネルギーの単位であり， y

1+(1−q)x は，エ
ネルギーの比なので単位を持たない．つまり，expq (x+ y)

を，同じスケール（物差し）上の値に分割するのが，q-積
である．よって，非線形微分方程式 (10)で支配される物
理系を各エネルギーごとに q-積で分割する場合の数を考え

ることができる．その基本となるのは，次の有名な関係で
ある．

ln

(
n

n1 · · · nk

)
� nS1

(n1

n
, · · · , nk

n

)
. (14)

(
n

n1 · · · nk

)
は多項係数，n, n1, · · · , nk ∈ N は，

n =
∑k

i=1 ni を満たす自然数，� はスターリングの近
似，S1 は，Shannon エントロピーを表す．この定式化
と同様に，q-積 ⊗q とその逆演算である q-比 �q（すな
わち，expq (x) �q expq (y) = expq (x− y) , lnq (x�q y) =

lnq x− lnq y）を用いて q-多項係数
(

n

n1 · · · nk

)

q

を

定義する．さらに，lnq n!q :=
∑n

i=1 lnq iに対する q-スター
リングの公式 (q �= 2のとき)は，次のように求まる．

lnq (n!q) �
n

2− q
lnq n− n

2− q
(15)

q → 1のとき，通常のスターリングの公式に一致する．(14)
と同様に，この q-スターリングの公式を q-多項係数に適用
すると，次を得る (0 < q < 2のとき) [19]．

lnq

(
n

n1 · · · nk

)

q

� n2−q

2− q
·STsallis

2−q

(n1

n
, · · · , nk

n

)
.

(16)

q = 2 のとき，lnq n!q に対する q-スターリングの公式は
lnq n!q � n− lnで，q-多項係数に適用すると，(16)の右辺
は，−S0 (n) +

∑k
i=1 S0 (ni)，S0 (n) := lnnとなる．なお，

最近，(16)の結果について，解析接続を用いた，より精確
な式が報告されている [20]．
以上より，非線形微分方程式 (10)から，q-指数関数 expq

と q-対数関数 lnq を得，これらの数理から，非線形微分方
程式 (10)に対応するエントロピーとして，Tsallisエント
ロピーが一意に得られた．Rényiエントロピーなど，最大
化して q-指数関数 expq が得られる一般化エントロピーが
あるが，q-指数関数 expq を特徴づける非線形微分方程式
(10)から出発すると，対応するエントロピーは，Rényiエ
ントロピーなど他の一般化エントロピーではなく，Tsallis
エントロピーであることがわかる．しかも，後に述べる加
法的双対性 q ↔ 2− qが自然に現れている．

2.4 熱力学的関係
Jaynesが最大エントロピー原理の枠組みで，Boltzmann-

Gibbs統計を再構築したとき [5]と同じように，Tsallisは，
提案したエントロピー Sq を最大化し，Boltzmann-Gibbs
統計を一般化した．しかし，エントロピーの起源は，(14)
あるいは (16)のような多項係数で表される場合の数であ
る．つまり，与えられた条件のもとで，どのような配分
(n1, · · · , nk)が支配的なのか，つまり，平衡状態は何かを問
題にしている．これは，歴史的にも，Wallisによる Jaynes
のアプローチの裏付けがある（ [21] の 11.4 節参照）．た
だ，1988年当時には，(16)の関係は，まだ発見されていな

かった．
(16)の関係に従えば，条件

∑k
i=1 pi = 1,

∑k
i=1 εipi = U1

の下で，S2−q を最大化する．このとき，Φ1 (pi, α, β) :=

S2−q −α
(∑k

i=1 pi − 1
)
−β

(∑k
i=1 pi (εi − U1)

)
の極値問

題を解くことになり，次の熱力学的関係が得られる [22,23]．

∂S2−q

∂U1
= β (17)

一方，期待値に関する変遷を経て，条件
∑k

i=1 pi =

1,
∑k

i=1 εiPi = Uq の下で，Sq の最大化が最もよく知ら
れている．ここで，{Pi}は，{pi}のエスコート分布 (7)で
ある．このとき，Φq (pi, α, β) := Sq − α

(∑k
i=1 pi − 1

)
−

β
(∑k

i=1 Pi (εi − Uq)
)
の極値問題を解くことになり，次

の熱力学的関係が得られる [12]．

∂Sq

∂Uq
= β (18)

(17)，(18)からわかるように，∂S2−q

∂U1
も ∂Sq

∂Uq
もそれぞれ

の未定定数 β と一致し，熱力学的関係 ∂S1

∂U1
= β =

1

T
（T

は温度）の自然な拡張になっていることがわかる．
ここで，少し注意が必要である．S2−q も Sq も，上の最

大化で得られる最大エントロピー分布（Tsallis統計の文脈
では，q-カノニカル分布ともいう）は，

p∗i =
expq (−βq (εi − U))

Zq
(19)

と求めることができるが，βq が少し異なる．（いずれの場
合も，q → 1のとき，βq → β である．）

βq =




β

1− α+ qα
S2−qを最大化したとき

qβ

q + (1 + α) (1− q)
Sqを最大化したとき

(20)

ここで，αは，
∑k

i=1 pi = 1に関する未定定数である．導
出の詳細などは，[24]を参照．

2.5 q-Gauss分布
論文 [16, 17]で，q-積が発表された時，筆者が最初に q-

積を応用したのは，(16)ではなく，Gaussの誤差法則の一
般化であった [25]．なぜなら，q-積は独立性の拡張とも考
えられ，量子確率論の世界で，複数の独立性が存在し，そ
れぞれに付随する中心極限定理が重要な話題になっていた
からである [26,27]．
よく知られている Gauss の誤差法則は，独立に観測さ
れた観測値 x1, · · · , xn ∈ Rに対して，尤度関数 L1 (θ) :=

f (θ − x1) · · · f (θ − xn)が算術平均 θ∗ := 1
n

∑n
i=1 xi で最

大となるとき，つまり，このときが最も尤もらしいとき，誤
差が従う分布 f（確率密度関数）として Gauss分布が得ら
れる．正規分布は，Gaussが天体の観測において，誤差に着
目して最初に発見したので，Gauss分布とも呼ばれる．当
時の Gauss の導出を現在の統計の言葉で書き直した方法
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図 1 q-Gauss分布

が，尤度関数による導出である．この一般化として，q-積を
用いて，q-尤度関数 Lq (θ) := f (θ − x1)⊗q · · ·⊗q f (θ − xn)

を定め，同様の手順をとると，次の q-Gauss 分布が得ら
れる．

f (e) =
expq

(
−bqe

2
)

∫
expq (−bqe2) de

(21)

ただし，Lq (θ)の θ = θ∗ における最大性より，bq > 0. こ
の q-Gauss分布は，確率とエスコート分布 (7)による分散
一定の条件の下で，Tsallisエントロピー (1)の最大化によ
り，既に求められていた [28,29]．
誤差法則で求めた (21) に，エスコート分布 (7) による

分散 (σ2)一定の条件を課すと，bq = 1/(3− q)σ2 と求ま
る（図 1 では σ2 = 1．）．q-Gauss 分布の典型例として，
q = 1のときは Gauss分布，q = 2のときは Cauchy分布，
q = 1 + 2

n+1 のときは自由度 nの t-分布がある．
これらの結果からわかるように，誤差法則の一般化によ
る q-Gauss分布は，Tsallisエントロピー (1)の最大化によ
る分布と一致する．しかも，誤差法則の一般化による方法
では，エントロピーもエスコート分布も不要で，非線形微
分方程式 (10)だけで導かれる．これらの結果より，q-積の
有効性が明らかであろう．

2.6 Tsallis統計の 4つの数理
非線形微分方程式 (10)を解いて，q-対数関数，q-指数関

数，q-積，q-スターリングの公式，q-多項係数の順番に定
式化し，q-多項係数と Tsallisエントロピーの 1対 1の関係
(16)を得た．(16)のように，q と 2 − q を入れ替えても成
り立つので，そのような性質は，加法的双対性 q ↔ 2 − q

と呼ばれる．(3)からわかるように，乗法的双対性 q ↔ 1/q

も知られていた．そこで，この乗法的双対性も表現できる
ように (16)を一般化したところ，その副産物として，そ
れ以前に理論的に知られていた q とマルチフラクタルと
の関係（著者は，これをマルチフラクタルトリプレットと
呼んでいる），ならびに，Tsallisが予想として発表してい
た q-トリプレット [15] も解析的に得られる [7]．つまり，
Tsallis統計力学における代表的な 4つの数理構造（加法的
双対性，乗法的双対性，マルチフラクタルトリプレット，

q-トリプレット）は従来は別々に扱われてきたが，これら
は (16)の一般化により，たった１つの式 (23)に統合でき，
これら 4つの数理構造は，その特別な場合であることがわ
かった [7]．
ここでは，その結果のみを簡潔に紹介しておく．乗法
的双対性が現れるのは，(3)からわかるように，エスコー
ト分布 (7)が現れるときであることに注目する．そこで，
(15)(16)の結果において，各 nを nν に拡張する（ただし，
ν �= 0）．このとき，lnq n!q :=

∑n
i=1 lnq i の拡張として，

lnµ n!(µ,ν) :=
∑n

i=1 lnµ iν に対する q-スターリングの公式
（ν (1− µ) + 1 �= 0のとき）：

lnµ n!(µ,ν) �
n lnµ nν − νn

ν (1− µ) + 1
(22)

が 計 算 で き る． こ れ を (µ, ν)-多 項 係 数(
n

n1 · · · nk

)

(µ,ν)

に適用すると，次の関係が

得られる．

ν (1− µ) + 1 = q (> 0) (23)

のとき，

1

ν
lnµ

(
n

n1 · · · nk

)

(µ,ν)

� nq

q
·Sq

(n1

n
, · · · , nk

n

)
.

(24)

なお，q = 0 のときは，加法的双対性により (16) におけ
る q = 2のときと同じ結果になる．また，q = 1のとき，
(23)と ν �= 0より µ = 1となり，（14）に帰着することが
わかる．
先に述べた 4つの数理構造は，ν の設定によって，次の

ように再現できる．
(i) ν = 1のとき：（23）より µ = 2− qとなり，(16)が得
られる．つまり，加法的双対性 q ↔ 2− qの表現である．

(ii) ν = q のとき：（23）より µ = 1/q となり，(µ, ν) =

(1/q, q)．このとき，(24)は，乗法的双対性 q ↔ 1/q を表
す．つまり，qと 1/qを入れ替えても (24)が成り立つ．

(iii) ν = 2 − q のとき：（23）より µ = (3− 2q) / (2− q)

となり，(µ, ν, q) = ((3− 2q) / (2− q) , 2− q, q)．この結果
に先立ち，Tsallisは qには 3種類 qsen, qrel, qstatがあり，こ
の 3つ組を q-トリプレットと呼んだ [15]．
qsen の sen は sensitivity を表し，リアプノフ指数 λ1

の特徴付けである dξ/dt = λ1ξ を先の (10) と同様に

(Sensivity)

(Relaxation) (Stationary state)緩和

初期値鋭敏性

定常状態

図 2 q-トリプレット (qrel +
1

qsen
= qstat +

1

qrel
= 2)
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が，尤度関数による導出である．この一般化として，q-積を
用いて，q-尤度関数 Lq (θ) := f (θ − x1)⊗q · · ·⊗q f (θ − xn)

を定め，同様の手順をとると，次の q-Gauss 分布が得ら
れる．

f (e) =
expq

(
−bqe

2
)

∫
expq (−bqe2) de

(21)

ただし，Lq (θ)の θ = θ∗ における最大性より，bq > 0. こ
の q-Gauss分布は，確率とエスコート分布 (7)による分散
一定の条件の下で，Tsallisエントロピー (1)の最大化によ
り，既に求められていた [28,29]．
誤差法則で求めた (21) に，エスコート分布 (7) による

分散 (σ2)一定の条件を課すと，bq = 1/(3− q)σ2 と求ま
る（図 1 では σ2 = 1．）．q-Gauss 分布の典型例として，
q = 1のときは Gauss分布，q = 2のときは Cauchy分布，
q = 1 + 2

n+1 のときは自由度 nの t-分布がある．
これらの結果からわかるように，誤差法則の一般化によ
る q-Gauss分布は，Tsallisエントロピー (1)の最大化によ
る分布と一致する．しかも，誤差法則の一般化による方法
では，エントロピーもエスコート分布も不要で，非線形微
分方程式 (10)だけで導かれる．これらの結果より，q-積の
有効性が明らかであろう．

2.6 Tsallis統計の 4つの数理
非線形微分方程式 (10)を解いて，q-対数関数，q-指数関

数，q-積，q-スターリングの公式，q-多項係数の順番に定
式化し，q-多項係数と Tsallisエントロピーの 1対 1の関係
(16)を得た．(16)のように，q と 2 − q を入れ替えても成
り立つので，そのような性質は，加法的双対性 q ↔ 2 − q

と呼ばれる．(3)からわかるように，乗法的双対性 q ↔ 1/q

も知られていた．そこで，この乗法的双対性も表現できる
ように (16)を一般化したところ，その副産物として，そ
れ以前に理論的に知られていた q とマルチフラクタルと
の関係（著者は，これをマルチフラクタルトリプレットと
呼んでいる），ならびに，Tsallisが予想として発表してい
た q-トリプレット [15] も解析的に得られる [7]．つまり，
Tsallis統計力学における代表的な 4つの数理構造（加法的
双対性，乗法的双対性，マルチフラクタルトリプレット，

q-トリプレット）は従来は別々に扱われてきたが，これら
は (16)の一般化により，たった１つの式 (23)に統合でき，
これら 4つの数理構造は，その特別な場合であることがわ
かった [7]．
ここでは，その結果のみを簡潔に紹介しておく．乗法
的双対性が現れるのは，(3)からわかるように，エスコー
ト分布 (7)が現れるときであることに注目する．そこで，
(15)(16)の結果において，各 nを nν に拡張する（ただし，
ν �= 0）．このとき，lnq n!q :=

∑n
i=1 lnq i の拡張として，

lnµ n!(µ,ν) :=
∑n

i=1 lnµ iν に対する q-スターリングの公式
（ν (1− µ) + 1 �= 0のとき）：

lnµ n!(µ,ν) �
n lnµ nν − νn

ν (1− µ) + 1
(22)

が 計 算 で き る． こ れ を (µ, ν)-多 項 係 数(
n

n1 · · · nk

)

(µ,ν)

に適用すると，次の関係が

得られる．

ν (1− µ) + 1 = q (> 0) (23)

のとき，

1

ν
lnµ

(
n

n1 · · · nk

)

(µ,ν)

� nq

q
·Sq

(n1

n
, · · · , nk

n

)
.

(24)

なお，q = 0 のときは，加法的双対性により (16) におけ
る q = 2のときと同じ結果になる．また，q = 1のとき，
(23)と ν �= 0より µ = 1となり，（14）に帰着することが
わかる．
先に述べた 4つの数理構造は，ν の設定によって，次の

ように再現できる．
(i) ν = 1のとき：（23）より µ = 2− qとなり，(16)が得
られる．つまり，加法的双対性 q ↔ 2− qの表現である．

(ii) ν = q のとき：（23）より µ = 1/q となり，(µ, ν) =

(1/q, q)．このとき，(24)は，乗法的双対性 q ↔ 1/q を表
す．つまり，qと 1/qを入れ替えても (24)が成り立つ．

(iii) ν = 2 − q のとき：（23）より µ = (3− 2q) / (2− q)

となり，(µ, ν, q) = ((3− 2q) / (2− q) , 2− q, q)．この結果
に先立ち，Tsallisは qには 3種類 qsen, qrel, qstatがあり，こ
の 3つ組を q-トリプレットと呼んだ [15]．
qsen の sen は sensitivity を表し，リアプノフ指数 λ1

の特徴付けである dξ/dt = λ1ξ を先の (10) と同様に

(Sensivity)

(Relaxation) (Stationary state)緩和

初期値鋭敏性

定常状態

図 2 q-トリプレット (qrel +
1

qsen
= qstat +

1

qrel
= 2)

dξ/dt = λqξ
q と拡張したときの q を表す．qrel の rel は

relaxation を表し，物理量 Ω の緩和時間 τ1 の特徴付け
である dΩ/dt = −Ω/τ1 を dΩ/dt = −Ωq/τq と拡張し
たときの q を表す．qstat の stat は stationary state を
表し，Tsallis エントロピー最大化で現れる q を表す．
特に，論文 [30] の脚注で，これら 3 つの q の間には，
qrel + 1/qsen = 2, qstat + 1/qrel = 2 の関係があることを
数値計算から予想していた．実は，これら 2 つの関係式
より，ここで求めた (µ, ν, q)と (qsen, qrel, qstat)の間には，
(µ, ν, q) = (1/qsen, 1/qrel, qstat)の関係があることを容易に
確かめることができる．

(iv) ν = 1/qのとき：（23）より 1/ (1− µ) = 1/ (q − 1)−
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を 1にリスケールした結果に一致する．ここで，αmax, αmin

は，マルチフラクタルの理論で現れる f (α)スペクトルに
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べき指数を決める qが，何によって決まるのかという点

は，この分野の多くの研究者が関心をもつ．(23)は，その
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2.7 まとめ
Tsallis統計の基礎であり，また，出発点となった Tsallis
エントロピーを中心に，その基礎数理について述べてき
た．時間軸で追えば，Tsallisエントロピーの提案が最初で
あったが，その背後には，非線形微分方程式 (10)があるこ
とがわかっていただけたかと思う．そのため，Tsallis統計
の適用範囲は，統計力学に限らない．たとえば，本稿で出
てくる q-Gauss分布 (21)は，数理統計学の検定で重要な
t-分布そのものである．
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なお，ここでは，Tsallis統計を扱ったが，Tsallisエント

ロピー以外にも，一般化エントロピーは，数多く提案され
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志向なのか，より一般的なカノニカル分布を網羅してい
ることを示すものが少なくない．しかし，Tsallisエントロ
ピーのように，非線形微分方程式 (10)のような基本的な
微分方程式に立脚できる非加法的統計力学は，筆者の知る
限り，未だ見つかっていない．
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小特集 プラズマにおける非加法的統計力学

4. 宇宙プラズマにおける粒子加速とカッパ分布
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宇宙空間は，超音速プラズマが衝撃波を形成し，磁力線がつなぎ変わってエネルギーを解放し，さらには粒
子が非熱的な高エネルギーにまで加速される，ダイナミックな世界である．これらの物理機構の詳細は未解明で
あるが，太陽フレアや地球磁気圏などにおける粒子加速の研究では，ツァリス統計に基づくカッパ分布が観測と
モデルの両面から注目されている．今後は，エネルギー分配の全体像をツァリス統計とプラズマ物理の枠組みで
統合的に理解することが期待される．
Keywords:

Kappa distribution, Tsallis statistics, particle acceleration, shock, magnetic reconnection, solar flare, Earth’s magne-
tosphere

4.1 はじめに
地球や惑星，太陽，宇宙天体など，宇宙のさまざまなプ
ラズマ環境においては，一部の粒子が非常に高い非熱的な
エネルギーにまで加速される [1–4]．衝撃波 [5] や磁気リ
コネクション（磁力線再結合）[6,7]などプラズマの基本的
なエネルギー変換過程が重要な役割を果たしていることは
わかっているが，具体的にどのような機構で粒子が加速さ
れ，エネルギーが各粒子種や電磁場にどのように分配され
るか，については未解決課題となっている．しかし，過去
数十年にわたる精力的な研究により，多くの知見が蓄積さ
れてきた．特に，地球磁気圏やその周辺の惑星間空間では
「その場」でのプラズマ直接計測が行われ，身近な恒星であ
る太陽に関しては遠い宇宙天体とは比較にならないほど豊
富なリモートセンシング観測が実施されてきた．その中で
注目を集めた話題の１つにカッパ分布がある．カッパ分布
は，観測される粒子の速度分布（もしくはエネルギースペ
クトル）を特徴づける関数形の１つであり，本特集のテー
マであるツァリス統計 [8, 9]のエントロピーを最大化した
状態に対応する．
そこで本章では，カッパ分布に注目しつつ，宇宙プラズ
マにおける粒子加速の研究を概説する．特に，これまで筆
者が取り組んできた太陽フレアと地球磁気圏，太陽風など
におけるプラズマを中心に扱う．なお，本章における「加
速」は粒子の非熱的なエネルギーまでの加速を指し，加熱
やプラズマのバルクの加速とは使い分けているので注意さ
れたい．また，参考文献にはなるべく日本語による解説記
事を選んでいる．

University of California Berkeley, USA
author’s e-mail: moka@berkeley.edu

4.2 ベキ分布
宇宙プラズマにおける高エネルギー粒子加速を理解する
上での基本は統計的フェルミ加速である [1,10,11]．統計的
フェルミ加速は，粒子が波動や乱流などの中で散乱を繰り
返しながら加速される過程であり，エネルギースペクトル
F (E)は非熱的なベキ型となる．

F (E) ∝ E−δ (1)

ここで，ベキ指数 δ の値は F (E) の定義に応じて変わる
（便利なベキ指数換算表があるので参照されたい [2]）．た
だし，宇宙線や地球磁気圏プラズマなど，粒子を直接計測
する分野においては F (E)として微分フラックスを使うこ
とが多く，本章もそれに倣う．δ が小さい場合はスペクト
ルが硬いと表現し，大きい場合はスペクトルが軟らかいと
表現される．理論的には，ベキ指数は加速の時間スケール
と損失の時間スケールの比に依存するが，そのあたりの詳
細をどうモデル化するかに応じて多種多様な理論が存在す
る．また，統計的フェルミ加速は衝撃波の物理の文脈で議
論されることが多いが，リコネクションや乱流などにおけ
る粒子加速を理解する上でも必須である [2, 3,12]．

4.3 カッパ分布
プラズマの物理として熱的成分（マクスウェル分布）と
非熱的成分（ベキ分布）を同時に扱うのは難しく，両者を
分けて考えることが多い（図 1(b), (c)）．しかし，非熱的
成分が十分に大きい場合にはマクスウェル分布からベキ分
布へ滑らかにつなげる必要がある（図 1(d)）．それを実現
する関数形がカッパ分布である．
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布へ滑らかにつなげる必要がある（図 1(d)）．それを実現
する関数形がカッパ分布である．

図 1 ベキ指数を固定したまま非熱的成分の割合を変化させた場合のエネルギースペクトルの形状変化．熱的なマクスウェル分布 (a)と非
熱的なベキ分布 (e)の中間的な性質を持つカッパ分布 (d)が，非熱的成分が十分に大きい場合に適用される．[13]より抜粋．

等方３次元の場合，カッパ分布の位相空間密度 f(v)は
以下のように与えられる [14,15]．

f(v) ∝
(
1 +

v2

κθ2

)−(κ+1)

(2)

ここで，v は粒子の速度，θ は粒子の最頻速度，κは定数
で，κ → ∞の極限でマクスウェル分布に収束する．ベキ
指数に+1を追加しているため，エネルギースペクトルを
微分フラックスで表示した際のベキ指数が κになる（した
がって δ = κ）．また，κの取りうる最小値は 1.5である．
温度については，筆者らは実効温度（銭谷氏の記事 [16]に
ある (15)式）を使っているが，他にも定義の仕方があるの
で注意されたい [17]．
ちなみに，カッパ分布は，もともと地球磁気圏で観測
される電子の速度分布を表現するために経験的に導き出
された．出典として Vasyliūnas (1968) がよく引用される
が [15]，この論文は Vasyliūnasの指導教官 Olbertの配慮
により単著として発表されたものであり [18]，実際にカッ
パ分布を考案したのも Olbertである [14]．また，Binsack
は 1966年の学位論文で，カッパ分布はOlbertが（1963年
11月に打ち上げられた）IMP-1衛星の観測データを用い
て導出したと記している [19]．したがって，カッパ分布が
導出されたのは 1964年から 1966年頃と考えられる．
当初，このカッパ分布の理論的根拠は不明瞭だったが，
カッパ分布がツァリス統計においてエントロピーを最大化
したツァリス分布と等価であることが 2000年代までに確
立された [16,17]．プラズマ物理の観点でも，フェルミ加速
の散乱のもとになる乱流と，損失過程に対応する粒子間衝
突をフォッカープランク方程式の中で考えれば，カッパ分
布を得られることがやはり 2000年代までには認識される
ようになった [20–22]．ただし，磁気圏プラズマは無衝突
なので，粒子間衝突を必要としない自己無撞着なカッパ分
布形成理論が今でも模索されている [23, 24]．いずれにせ
よ，これらの理論的進展とあいまって，地球磁気圏プラズ
マにとどまらず，太陽観測データの解析やプラズマ理論シ
ミュレーションでの応用が広まっている．

4.4 地球磁気圏
図２右に地球磁気圏尾部のリコネクション領域における
カッパ分布の観測例を示す．2015年に打ち上げられた４
機から成るMMS衛星群によるもので，観測データ（黒点）
をカッパ分布でフィット（オレンジ線）することで，カッ
パ分布のパラメータ（密度 Nκ，温度 Tκ，ベキ指数 κ）を
求めている．スペクトルが３桁以上のエネルギー範囲に渡
るため，20 keV以下の低エネルギー側を静電分析器，高
エネルギー側を固体素子検出器で観測している．MMSで
はこれらの装置がいずれも正常に動作し，観測後の相互の
データ較正も丁寧に行われているため，カッパ分布のパラ
メータを高い精度で求めることができる．しかし，温度 Tκ

やベキ指数 κといったパラメータがどのような物理によっ
て決まるか，については今もなお不明な点が多い．
地球磁気圏尾部のリコネクション領域で観測されるカッ
パ分布について言えば，κの値はイオン・電子ともに４以
上のことが多いが [2]，プラズマが強く加熱されて温度が
高くなるケースでは κ の値が大きいことが近年明らかに
なってきている [25, 26]．ただし，人工衛星による「その
場」の観測だけでは，その時の上流の境界条件がどうなっ
ているかを知るのは難しい．リコネクションの数値シミュ
レーションでは，初期のガイド磁場や密度非対称性が大き
い場合にベキが４以上の大きい値になることが示されてい
るが [27]，地球磁気圏尾部でのガイド磁場や密度非対称性
は小さい．リコネクションの物理によらない，磁気圏のグ
ローバルな構造の影響があるのかもしれない．

4.5 太陽風
地球磁気圏以外では，太陽風の速度分布関数も「その
場」観測でよく調べられており，カッパ分布の報告例も
多い [28, 29]．太陽風の電子の速度分布関数は，コア・ハ
ロー・ストラールと複数の成分に分けられることが知られ
ているが，これらの成分のうちハロー成分がカッパ分布で
表現されることが多い．そのベキ指数 κは，地球磁気圏の
それより小さく，４より小さいときの方が多い．なお，太
陽風中で観測される電子の速度分布は衛星電位による影響



Journal of Plasma and Fusion Research    Vol.101,  No.10    October 2025

388

図 2 カッパ分布の太陽フレア（左）および地球磁気圏（右）での観測例．太陽フレアは，ループトップ上空硬 X線源（画像における青い
等高線）から得られる光子スペクトルを制動放射の thin-targetモデルで解釈した場合，カッパ分布でフィットできる（スペクトル図
の青線）[13, 38]．地球磁気圏尾部の磁気リコネクション領域では，イオン・電子が直接計測されており，いずれのエネルギースペク
トルもカッパ分布でフィットできることが多い（速度分布図のオレンジ線）[2, 7, 25]．

を受ける場合があるため，プラズマ振動数付近の電場スペ
クトルから速度分布を推定する方法も補間的に実施されて
いる（準熱雑音分光法）．そして，そこでもカッパ分布を
使えば観測されるスペクトルをフィットできることが示さ
れている．
太陽風中のイオンについても速度分布関数の観測からベ
キ指数が小さいことが知られており，太陽風乱流を介した
ポンプ機構の可能性が指摘されていることは以前にも紹
介した [28]．最近の話題としては，太陽表面近傍での観測
が挙げられる．これまで太陽風の直接観測は主に惑星間空
間，特に地球軌道周辺のものに限られていたが，2018年に
打ち上げられた米国の探査機パーカー・ソーラー・プロー
ブが太陽表面に接近して「その場」観測を行っている．そ
の結果，太陽表面の超粒状斑の空間スケールに対応する太
陽風速度の変動が検出され，合わせて非熱的イオンによ
るベキ型エネルギースペクトルも観測された [30]．これら
は，閉じた磁力線と開いた磁力線による交換型リコネク
ションで解釈され，コロナ加熱と太陽風の生成においてリ
コネクションが重要な役割を果たしていることを示唆する
ものである [31]．ただし，イオンのエネルギースペクトル
のベキ指数は 9〜10程度と非常に大きいものだった（論文
ではエネルギーフラックスが使われているので，本章のベ
キ指数 δ に換算した）．これは非熱的成分が非常に少ない
ことを意味する．やはり太陽風中の非熱的イオンは惑星間

空間を伝搬中に生成・卓越するものなのかもしれない．

4.6 太陽フレア
太陽フレアで解放される磁気エネルギーのうち，最大で
実に 50%もの割合が非熱的電子に渡る可能性がある，と古
くから指摘されている [32,33]．最近のX線（連続成分）お
よびマイクロ波の観測でも，太陽フレアのループトップ上
空の電子については，熱的成分がすべて加速されて非熱的
成分のみが残る，という結論が出されている [34,35]．観測
の時間スケールは少なくても４秒であり，粒子間衝突やプ
ラズマ不安定による熱化の時間スケール（0.1秒以下）を上
回っている．つまり，報告が正しければ図 1(e)のような状
況が安定的に存在していることになる．地球磁気圏におけ
る非熱的電子のエネルギー密度が，熱的電子のそれと比べ
て 10%程度に過ぎないことも考えると [36]，太陽フレアに
おけるエネルギー分配は深刻な未解決課題と言える [37]．
しかし，太陽フレアの解析では，１つのエネルギー値

（カットオフ・エネルギー）を境にして熱的成分（マクス
ウェル分布）と非熱的成分（ベキ分布）を分けることが一
般的であるため，その値の取り方で結果が大きく変わって
しまう．そもそも，熱的成分から非熱的成分までに至る幅
広いエネルギー範囲を１つの装置で同時に観測できること
が少なく，エネルギー分配の見積もりの不定性が大きい．
そこで筆者らのグループは，カッパ分布モデルを用いて
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実に 50%もの割合が非熱的電子に渡る可能性がある，と古
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て 10%程度に過ぎないことも考えると [36]，太陽フレアに
おけるエネルギー分配は深刻な未解決課題と言える [37]．
しかし，太陽フレアの解析では，１つのエネルギー値

（カットオフ・エネルギー）を境にして熱的成分（マクス
ウェル分布）と非熱的成分（ベキ分布）を分けることが一
般的であるため，その値の取り方で結果が大きく変わって
しまう．そもそも，熱的成分から非熱的成分までに至る幅
広いエネルギー範囲を１つの装置で同時に観測できること
が少なく，エネルギー分配の見積もりの不定性が大きい．
そこで筆者らのグループは，カッパ分布モデルを用いて

データを解釈することを提案している（図 2左）[13, 38]．
カッパ分布であれば，熱的成分と非熱的成分を無理なく
合理的に定義・区別することができ，熱的成分が存在しな
いという極端な結論を回避することもできる．これらの
利点もあり，カッパ分布を用いる太陽フレア・データ解
析 [39–41]や理論・シミュレーション研究が近年増えてい
る [22, 27, 42]．今後は電子のスペクトル形状を確定的に診
断する必要があり，軟 X線から硬 X線までの幅広い帯域
を継ぎ目なく撮像分光観測できる次世代 X線望遠鏡の実
現が期待されている [43]．
なお，太陽フレアに伴う高エネルギーイオンを直接的に
調べるのは難しい．太陽大気からの X 線（連続成分）は
電子による制動放射がほとんどだからである．γ 線であれ
ば，数MeV帯の核脱励起線や，2.2MeVの中性子捕獲線な
ども使えるが，それらの観測や解釈は依然として難しい．
ただし，紫外線領域の輝線スペクトルから重イオンの情報
を得る試みはある [44]．ひので衛星による鉄輝線の観測で
は，ドップラーシフトや装置起因の広がりを考慮したとし
ても，カッパ分布を使わないとスペクトル形状（線幅）を
説明できないことが示されている [45–47]．κの値は，コロ
ナのループトップ領域では 4 – 7だったという報告もある
が，おおむね 2 – 3程度だったとされている．ただし，解
析例が少ないため κの傾向を判断するのは難しく，さらな
る検証が待たれる．

4.7 その他の非平衡分布
太陽風や地球磁気圏などで観測される無衝突プラズマは
基本的に非平衡であり，異方性を呈していたりビーム状成
分が加わっていたりして複雑な速度分布関数を示している
ことがほとんどである．その中で，カッパ分布と似て非な
るものとして知られているのが「フラットトップ分布」で
ある [25]．位相空間密度 f(v)は以下のように与えられる．

f(v) ∝

[
1 +

(
v

vL

)2κ
]− κ+1

κ

(3)

ここで，vLは「肩エネルギー」に対応する速度である．「肩
エネルギー」を境にして低エネルギー側では平坦，高エネ
ルギー側ではベキに従う形になっている．衝撃波遷移層や
リコネクションの拡散領域近傍など，イオンと電子が分離
してポテンシャルを形成するような場所で観測されるこ
とが多いため，ポテンシャルにより形成される電子ビーム
が熱化した状態に対応しているのかもしれない．なお，筆
者の地球磁気圏観測の経験では，高い時間分解能ではフ
ラットトップをはじめとする複雑な分布関数が見られる
が，長めの時間平均を取るとカッパ分布に近づくことがあ
る．カッパ分布がツァリス・エントロピーを最大化した形
に対応していることと関係しているかもしれない．
その他には「n分布」が興味深い．定数 n, θを用いて

f(v) ∝
(v
θ

)n
exp

(
−v2

θ2

)
(4)

と表現されるもので，太陽フレアの分光観測において，

鉄 XXV の共鳴線とダイエレクトロニック再結合線の比
が非熱的ベキ成分では説明できないことから提案され
た [48,49]．同様の関数形は実験室プラズマの研究でも提案
されている [50]．対応する物理的な状況として，ドリフト速
度をもつマクスウェル分布が考えられている [29]．そのよ
うな状況は地球磁気圏でもありうるため（たとえば衝撃波
やリコネクションの下流にあるジェット），MMSのデータ
を用いて n分布の検証を試みるのも面白いかもしれない．

4.8 ベキ指数の比較
太陽圏におけるすべてのプラズマ環境でカッパ分布が観
測されたり適用されたりしているわけではないが，ベキ型
スペクトルはほぼすべてのプラズマ環境で観測されてい
る．そこで，ベキ指数 δ(= κ)を比較してみると，その値
が大きく異なることがわかる．
まず電子の場合については，太陽フレアや地球磁気圏尾
部における磁場エネルギー解放現象に関わる観測では，ス
ペクトルが相対的に軟らかく，δ(= κ)が 4以上であるこ
とがほとんどである [2]．太陽フレアの足元からの X線放
射スペクトルは硬いが，制動放射の thick-targetモデルで
解釈すれば，元の電子のベキ指数 δはやはり 4以上のこと
が多い（もちろん例外イベントもある）．一方，太陽風や
衝撃波など，必ずしも磁場エネルギーの爆発的解放現象を
伴わない場合には 4以下の小さい値が観測されることが多
い．磁場エネルギーの解放現象は電子の加速よりも加熱に
強く作用するのかもしれない．
一方，イオンのベキ指数についてはまだ体系的な比較研
究がされていない．地球磁気圏では，陽子の熱速度がバル
ク速度と比べて相対的に小さく，プラズマ静止系でのスペ
クトル関数形をそのまま適用できるとは限らない．そこで
筆者らのグループでは，観測者系とプラズマ静止形でベキ
指数 κがほとんど変わらないことを確認した上でカッパ分
布を用いた統計解析を行った．その結果，陽子のベキ指数
(κ ∼ 5 − 10)は電子のそれ (κ ∼ 4 − 6)よりもおおむね大
きいことがわかった [26]．前述したように，太陽表面での
交換型リコネクションを示唆する観測でもスペクトルが軟
らかだったことを考えると，やはりリコネクションは加速
よりも加熱に強く作用するのかもしれない．
ただし，太陽フレアの輝線スペクトルから小さいベキ指
数 κ = 2 ∼ 3が報告されていることは第 4.6節で述べた．
加えて，太陽フレアの起きていない時の活動領域や [51]，
高速太陽風の起源であるコロナホールにおいても [52]，
κ = 2 ∼ 2.5と非常に小さいベキ指数が輝線スペクトルか
ら示唆されている．輝線スペクトルが陽子ではなく重イオ
ンの速度分布に対応しているせいもあるかもしれないが，
スペクトル形状の理解にはカッパ分布が必要であること
や，これまでのところおおむね小さいベキ指数を示唆して
いる点は興味深い．

4.9 エネルギー分配の統一的理解に向けて
以上，粒子加速，つまり非熱的なベキ型スペクトルの形
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成を中心に据えつつ，カッパ分布の有用性を紹介してき
た．しかし，プラズマのエネルギー分配という観点では，
熱的成分も含めたスペクトル全体を理解することが求め
られる．この観点からは，カッパ分布を用いることで，熱
的成分と非熱的成分の割合を定義し，それをベキ指数 κ

の関数として解析的に表現できることも指摘しておきた
い [13, 38]．実際に計算してみると，κ =4のときに熱的成
分と非熱的成分が等分配された状況となり，κがこれより
小さい場合（衝撃波など）には，非熱的成分が優勢となる．
ただ，本来カッパ分布のスペクトルは折れ曲がりのない
滑らかなものである（図 1(d)）．「加速」も「加熱」も粒子
がエネルギーを獲得する過程である点は同じで，その違い
は便宜上の区別に過ぎないかもしれない．たとえば，粒子
のエネルギー増加量∆εは

∆ε = qV BL (5)

と統一的に表せる．ここで qは電荷，V はプラズマのバル
ク速度，Bは特徴的な磁場強度，Lは粒子のエネルギー増
加に必要な空間スケールである．このとき，Lとしてシス
テム全体を取れば最大粒子エネルギーを [4,53,54]，運動論
的スケールを取れば，衝撃波や磁気リコネクションで観測
される温度増加を説明できることが近年示された [55]．運
動論的スケールとは，イオン加熱ではイオン慣性長やジャ
イロ半径，電子加熱ではハイブリッド慣性長を指す．電磁
流体力学（ランキン・ユゴニオ条件を含む）ではイオンと
電子の温度を別々に扱うことはできないので，この新しい
知見はイオンと電子のエネルギー分配を理解する上で重要
な足掛かりであると筆者らは考えている．もちろん，実際
の加速や加熱の過程は複雑で粒子ごとに異なるし [56]，太
陽大気下層など粒子間衝突が無視できず，上式だけで説明
できないプラズマ環境もあるだろう．しかし，上式には加
速と加熱の区別を超える普遍性がある．
そして，カッパ分布は，ツァリス統計のエントロピーを
最大化する分布であるため，エネルギー分配の最適解を与
えると考えられる．プラズマのエネルギーはイオンと電子
でどのように分配されるのか，熱的成分と非熱的成分でど
のように分配されるのか，さらにはそれらの中でカッパ分
布がどのような役割を果たしているのか，ツァリス統計学
やプラズマ物理学の観点から統一的・包括的な理解が進む
ことを期待している．
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小特集 プラズマにおける非加法的統計力学

5. 非平衡弱電離プラズマにおける電子温度・励起温度
5. Electron and Excitation Temperatures of Weakly Ionized Plasmas

in a Non-Equilibrium State

赤塚 洋
AKATSUKA Hiroshi

東京科学大学 総合研究院 ゼロカーボンエネルギー研究所
（原稿受付：2024 年 12 月 7 日）

非平衡プラズマ中においては，電子エネルギー分布関数や，励起状態数密度分布は，一般に Boltzmann分布
には従わない．そのような非平衡状態に対しても，統計力学的には，エントロピー S と内部エネルギー U を用
い，1/T = ∂S/∂U として温度 T を定義できる可能性がある．この計算においてはエントロピー最大化の原理が
適用されるべきであり，非平衡の場合にはGibbsエントロピーではなく，Tsallisのような非加法的エントロピー
やあるいは Rényiのような加法的エントロピーが候補となる．我々は，水素プラズマ中の励起状態密度分布，さ
らには低温弱電離プラズマの電子エネルギー分布に着目して，その非加法的エントロピーから新たに定義される
各種の温度について計算し，巨視的な意味で理解される「各種温度」と，エントロピーを用いて偏微分計算から
導出される「統計力学的温度」の関係を検討しており，本章にて紹介する．
Keywords:

non-equilibrium plasma, excited-state population, electron energy distribution function, excitation temperature, Tsal-
lis entropy, statistical physics

5.1 はじめに
衝突輻射モデル (Collisional Radiative model; CR モデ

ル)を適用すれば，第 i準位の励起状態数密度 ni (i ≥ 2)

を，電子温度 Te及び密度Ne並びに原子基底状態の数密度
N1 を入力として計算することができる．ただし，励起状
態分布は一般に Boltzmann分布には従わない．そのよう
な非平衡状態に対しても，統計力学的には，エントロピー
S と内部エネルギー U を用いれば，

1

T
=

∂S

∂U
(1)

として，励起状態分布の温度 T を定義できる可能性がある
と考えられ，そのような非平衡状態での適切な温度の定義
を探るような理論的考察を我々は行なってきた [1, 2]．す
なわち，Gibbsエントロピー SG の適用が許されるのであ
れば，状態 iの存在確率 pi および Boltzmann定数 kを用
いて，

SG = −k
∑
i

pi ln pi, (2)

および各準位の励起エネルギーを εi としてその総和とし
て与えられる原子系の内部（＝励起）エネルギー

U =
∑
i

piεi (3)

から SG, U を求め，適切な制約条件（全原子数が一定，な

Laboratory for Zero-Carbon Energy, Institute of Integrated Research, Institute of Science Tokyo, Tokyo 152-8550, Japan
author’s e-mail: hakatsuk@zc.iir.isct.ac.jp

ど）のもとで S = SG として式 (1)を適用し温度が導出で
きると考えられる．一般に，系が平衡状態にあって，速度
やエネルギーの確率分布関数 {pi}が Boltzmann分布に従
う場合，分配関数を Z とすれば

pi =
1

Z
exp

(
− εi
kT

)
(4)

と書けるであろう．{pi} が (4) で与えられていれば，統
計力学に基づき式 (1)–(3) を適用すれば，矛盾なく温度
T を導出できる．式 (1) を用いて計算した温度は，pi を
Boltzmannプロットし，その傾きから決定した温度と一致
する．しかし速度やエネルギーの分布関数がMaxwell分布
や Boltzmann分布に従わない非平衡状態では，図 1の様
に分布関数を指数関数で表すことができないため，何かし
ら近似をしない限り Boltzmannプロットの傾きから温度
を決定することはできない．
非加法的エントロピーの重要さに気づく以前，本研究の
前段階として，我々は弱電離プラズマを対象として，Gibbs
のエントロピー SGと，電子集団のエネルギー U から，次
のように温度を計算した [2]．すなわち，電子エネルギー分
布関数 (EEDF) F (ε)を解とする Boltzmann方程式を，酸
素や窒素のプラズマに対して立式し，2項近似を用いて電
界方向の一次元問題として換算電界 E/N を入力として求
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図 1 Maxwell分布と非 Maxwell分布の Boltzmannプロット [3]．

解し，その EEDF F (ε)から次式で計算される平均電子エ
ネルギー U および Gibbsのエントロピー SG から温度を
算出し種々検討を重ねた．

SG = −k

∫ ∞

0

F (ε) ln[f(ε)]dε, (5)

U =

∫ ∞

0

εF (ε)dε. (6)

式 (5)で，εは電子エネルギー（なお電子エネルギーの様
な連続変数に対してはフォントを ε とし，離散変数の εi

と区別した），f(ε) は電子エネルギー確率関数 (Electron
Energy Probabilistic Function; EEPF)であり，次式で定
義される．

f(ε) = F (ε)/
√
ε (7)

しかし，この計算式 (5)–(6)を式 (1)に直接代入すると，
エントロピー最大化の原理が考慮されていないことにな
る．したがって，理論の修正が必要となる．そこで，Tsallis
あるいは Rényiのエントロピーなど，定義されたエントロ
ピーがエネルギー一定など各種の制約条件のもとで最大と
なることが担保されている非加法的あるいは加法的エント
ロピーが有力候補となる．
我々は，水素プラズマ中の励起状態密度分布 [3]さらに
は低温弱電離プラズマの電子エネルギー分布 [4–6]に着目
して，その Tsallisエントロピーから新たに定義される各
種の温度について計算し，巨視的な意味で理解される「各
種温度」と，エントロピーを用いて偏微分計算から導出さ
れる「非加法的統計力学的温度」の関係を検討したので，
本章にて紹介する．

5.2 理論的背景および計算方法
5.2.1 Tsallis統計

1988年，Tsallisエントロピー Sq が提唱された [7]．本
報告では熱力学との統合のため，Boltzmann定数 k倍した
値を採用する．まず，q-指数関数 expq(x)とその逆関数の
q-対数関数 lnq(x)をそれぞれ次のように定義する．ただし
q �= 1とする．

expq(x) ≡ [1 + (1− q)x]
1

1−q , (8)

lnq(x) ≡
x1−q − 1

1− q
. (9)

lnq(x)は底が qという意味ではない点に留意されたい．こ

れを用いて Tsallisエントロピー Sq を

Sq ≡ k
1−

∑
i p

q
i

q − 1
= −k

∑
i

pqi lnq(pi) (10)

と定義する．Tsallisエントロピー Sq は，分布関数が q-指
数関数に従う確率分布に対して見出されたエントロピー
であり，Boltzmann 分布である指数分布をべき乗分布へ
拡張する際に意味を有する．Sq は q → 1 のとき，式 (2)
の Gibbs エントロピー S = −k

∑
i pi ln pi に一致する．

Tsallis統計は，宇宙線の流束 [8], 地球磁気圏 [9], 乱流の理
論 [10, 11], 電子対消滅 [12], ブラックホールなどの宇宙物
理学 [13, 14], Bose-Einstein凝縮 [15], 絶縁破壊 [16], やプ
ラズマ物理 [17],など，様々な分野の解析に応用されてい
る．そこでは piが q-指数関数に従う場合，Tsallisエントロ
ピーを定義でき，Tsallis統計に従う温度 Tq を，ワンパラ
メータ増の温度として決定することができる [18]．Tsallis
統計では，Boltzmann分布の様な指数分布を，q-指数関数
というべき乗分布を用いて拡張することで，非平衡状態に
対応できる点が特徴である．

Tsallis統計によって導かれる確率分布 pi は Boltzmann
分布ではなく，べき乗分布に従っている．Tsallisエントロ
ピーを次の条件の元で最大化することで，べき乗の形をし
た確率分布 pi を導出できることが示されている．次の２
つの束縛条件が課された系を考える．

w∑
i=1

pi = 1, (11)

∑w
i=1 p

q
i εi∑w

j=1 p
q
j

= Uq. (12)

なお式 (12)の Uq は q-平均エネルギーと称される．これら
の条件下で Tsallisエントロピー Sq を最大化すると確率分
布 pi は，

pi =
1

Zq
expq

[
− β∑w

j=1 p
q
j

(εi − Uq)

]
(13)

と表すことができる．上式の Zq は分配関数に対応し

Zq(β) =
w∑

i=1

expq

[
− β∑w

j=1 p
q
j

(εi − Uq)

]
(14)

であり，βは Lagrange乗数である．式 (13)では，右辺と左
辺の両方に pi が存在し，pi は自己参照型関数となってい
る．この式をラグランジュ乗数法の束縛式で整理すると，

pi =
1

Zq(β)
expq [−βq(εi − Uq)] (15)

とまとめられ，式 (15)の分母に現れる分配関数は

Zq(β) =
w∑

i=1

expq [−βq(εi − Uq)] , (16)

また式 (15)の q-指数関数内の βq は

βq =
q

q + (1 + α)(1− q)
β (17)

となり，αは規格化定数と関係した Lagrange乗数である．
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w∑
i=1

pi = 1, (11)

∑w
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q
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j=1 p
q
j

= Uq. (12)

なお式 (12)の Uq は q-平均エネルギーと称される．これら
の条件下で Tsallisエントロピー Sq を最大化すると確率分
布 pi は，

pi =
1

Zq
expq

[
− β∑w

j=1 p
q
j

(εi − Uq)

]
(13)

と表すことができる．上式の Zq は分配関数に対応し

Zq(β) =
w∑

i=1

expq

[
− β∑w

j=1 p
q
j

(εi − Uq)

]
(14)

であり，βは Lagrange乗数である．式 (13)では，右辺と左
辺の両方に pi が存在し，pi は自己参照型関数となってい
る．この式をラグランジュ乗数法の束縛式で整理すると，

pi =
1

Zq(β)
expq [−βq(εi − Uq)] (15)

とまとめられ，式 (15)の分母に現れる分配関数は

Zq(β) =
w∑

i=1

expq [−βq(εi − Uq)] , (16)

また式 (15)の q-指数関数内の βq は

βq =
q

q + (1 + α)(1− q)
β (17)

となり，αは規格化定数と関係した Lagrange乗数である．

βq は式 (15) においてエネルギーの係数であるから，Tq−β

を α, β, qの関数として

Tq−β ≡ 1

kβq
(18)

と定義すると，全く別の方法で導かれている物理的温度と
言われる温度の式

Tq−Tsallis =

(
1 +

1− q

k
Sq

)(
∂Sq

∂Uq

)−1

(19)

と一致することが見出されている [19]．以上をまとめる
と，Sq を最大化することにより，pi として式 (15)の確率
分布が得られた．したがって，Sq を含んでいる式 (18)を
用いて温度 Tq を計算する場合には，pi は式 (15)の確率分
布に従っていなければならないこととなる．
5.2.2 衝突輻射モデル（Collisional-Radiative Model; CR

モデル）
本研究では，放電管内の減圧マイクロ波放電で生成され
る現実的な弱電離水素プラズマ中の，水素原子の励起状態
をモデルに検討を進めた [20–24]．ガス温度 Tg = 0.055 eV,
放電圧力 P � 133Pa, 水素分子解離度 5%, 電子密度
Ne = 5.0 × 1013 cm−3 を定数として固定し，EEDF は
Maxwell分布を仮定し，電子温度 1 ≤ Te [eV] ≤ 10 の範囲
で水素原子の第 j 状態数密度 nj を計算した [25]．
今回 CR-Model で考慮する係数は，第 i 状態から第 j

状態への電子衝突励起・脱励起 (それぞれの速度定数を
Ci,j , Fi,j), 輻射遷移 (遷移確率 Ai,j), 第 j 状態からの電子
衝突電離と第 j 状態への三体再結合・放射再結合 (それぞ
れの速度定数を Sj , Oj , Rj)である．水素原子の任意の準
位 j のポピュレーション nj (j ≥ 2)に対する速度方程式
は，プラズマが光学的に薄く共鳴吸収が無視できる場合，
プラズマ中の荷電粒子として H+ イオン及び同密度の電子
のみが存在していると考え，次のような連立常微分方程式
で書くことができる．

dnj

dt
=
∑
i<j

Ci,jNeni+
∑
i>j

(Fi,jNe+Ai,j)ni

+(OjNe+Rj)N
2
e

−




∑

i<j

Fj,i+
∑
i>j

Cj,i+Sj


Ne+

∑
i<j

Aj,i


nj .

(20)

式 (20)に対して準定常 (d/dt ≡ 0)近似が適用できるとし，
励起準位数密度 nj を Te, Ne, N1 の関数として計算した．

5.3 結果及び考察
5.3.1 励起状態確率密度分布の計算結果と q 分布による

フィッティング
励起準位ポピュレーション ni を求め，次式で正規化し

piを求め，Ei vs piの片対数プロット，即ち Boltzmannプ
ロットを図 2に示す [3]．

pi =
ni/gi∑
i(ni/gi)

, (21)

図 2 水素原子励起状態確率分布 pi の電子温度依存性．ガス
温度 Tg = 0.055 eV, 圧力 P = 133 Pa, 電子密度 Ne =

5.0× 1013 cm−3,解離度 5% [3]．

図 3 水素原子励起状態確率分布 pi を主量子数 i の関数として
両対数したプロットの電子温度依存性．計算条件は図 2 と
同一 [3]．

ただし gi は第 i 準位の統計的重みである．分布関数が
Boltzmann分布とはならないことは明らかである．なお，
図 2の横軸を主量子数 iと取り直して両対数プロットとし
て図 3に示す．こちらは良好な直線状の関係 ∼ pi ∝ i−6

の分布が見出され，電離進行プラズマにおける梯子様励起
を主たる生成消滅過程とする準位群に相当することが理解
される [21]．
次に q-分布を用いて励起状状態確率分布 pi のフィッ

ティングを行う．式 (15)に従う様にフィッティングするの
であるが，先述の通り式 (15)は自己参照型であるため，定
量的計算は面倒となる．我々は表 1に示す様な自己無撞着
反復法を考案し適用した．計算結果の一例として，Te = 2

eV の条件でフィッティングを行ったグラフを図 4 に示
す．図 4から，q-指数分布を使用したフィッティングは，
Boltzmann分布を仮定したフィッティングよりも，励起状
態分布 pi の非平衡特性をより適切に捉えていることが理
解される [3]．
5.3.2 統計力学的考察から求められた各種温度の比較
ここまで述べてきたさまざまな温度を計算し比較考察す
る．即ち，確率分布 {pi}の q-指数関数フィッティングの
係数として式 (18)から求められる Tq−β , Tsallisエントロ
ピー Sq の q-平均エネルギー Uq(式 (12)) に対する偏微分
係数 ∂Sq/∂Uq を用いて式 (19)から計算される Tq−Tsallis,
および単純に q-平均エネルギーの 2/3倍で定義された平衡
時と同様に計算される q-平均温度
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表 1 式 (15)から自己参照関数 pi を解く際の反復スキーム [3]．

1: Initialize

Zq(0)(β) =
W∑
i=1

expq (−βqεi)

pi(0) =
1

Zq(0)(β)
expq (−βqεi)

Uq(0) =

∑W
i=1 pq

i(0)
εi∑W

j=1 pq
j(0)

2: Iterate k = 0, 1, 2, . . . until convergence

Zq(k+1)(β) =
W∑
i=1

expq

[
−βq

{
εi − Uq(k)

}]

pi(k+1) =
1

Zq(k+1)(β)
expq

[
−βq

{
εi − Uq(k)

}]

Uq(k+1) =

∑W
i=1 pq

i(k+1)
εi∑W

j=1 pq
j(k+1)

図 4 Te = 2 eV の水素プラズマに対する q = 0.89 の q-指数分
布を持つ励起状態確率分布 pi の Boltzmann プロットの
フィッティング．Te 以外の計算条件は図 2と同一 [3]．

図 5 電子温度に対してプロットされた様々な温度の比較．計算
条件は図 2と同一 [3]．

T〈Uq〉 ≡
2

3k
Uq (22)

の 3種の温度を Tsallis統計の下で考えることができる．さ
らに，Gibbs統計のもとで定義される式 (1) で計算される
TGibbs, 並びに平衡時の平均エネルギーの 2/3倍として単
純に係数を乗じて求められる「平均温度」

T〈U〉 ≡
2

3k
U (23)

さらには最も低いエネルギー準位間の励起温度として計算
される Tlow−E を比較したものが図 5である．
図 5から，電子温度の上昇とともに各温度が単調に増加

図 6 BOLSIG+を用い，換算電界 30 ≤ E/N [Td] ≤ 100 とし
て計算した弱電離 Ar プラズマの EEPF. 電子密度 Ne =

2 × 1013cm−3,ガス温度 Tg = 0.026 eV,電離度 0.012% と
設定 [4–6]．

することが解る．さらに，Tq−Tsallis は厳密に Tq−β と同
一であった．これは Tsallis統計では既に証明されている
事項ではあるが，弱電離非平衡プラズマ中の水素原子励起
状態に関しても確認されたという意義を有し，大きな意味
を持つ．既知の事実である Tq−Tsallis = Tq−β のみならず，
q-平均温度 T〈Uq〉 がこれらと同一の値を取ることが，少な
くとも今回の計算の範囲内で確認された．なお，図 5 か
ら TGibbs = T〈U〉 という関係も確認され，Gibbs統計の妥
当性も示していると考えられる．この Gibbs-Boltzmann
の統計力学を拡張した非加法的 Tsallis 統計においても，
Tq−Tsallis = Tq−β = T〈Uq〉 が確認されたことの意義は大き
いと考えられる．

5.4 連続変数系 –電子エネルギー分布関数と電子温
度解析への展開の可能性

前節では，離散エネルギー系である原子励起状態を対象
として，非平衡プラズマ中の Tsalis統計の有用性を議論し
た．一方エネルギー変数が連続値となる電子集団に対し
ても，前節の手法・議論は，有用であると期待される．電
子エネルギー確率関数 EEPF(7)を記述する Boltzmann方
程式から EEPFを求め，Tsallisエントロピーはもちろん，
Rényiエントロピーをも対象として，各種温度を算出し議
論する様な研究を，現在進行させている [4–6]．
一例として，低温弱電離アルゴンプラズマを対象と
して，2 項近似を施した Boltzmann 方程式を解き，弾
性・非弾性の各種衝突を含めて数値的に EEPF を求め
るフリーウェアである BOLSIG+を用いて [26]，換算電
界 10 ≤ E/N [Td] ≤ 100 の範囲で EEPF を求めた例を
図 6に示す．得られた EEPFが Maxwell的でないことは
明らかである．
この図 6 の EEPF を，式 (15) の pi を f と書き換え

ることで，Tsallis 統計の q 分布でフィッティングする
ことができ，前節と同様の議論により 3 種類の温度
Tq−Tsallis, Tq−β , T〈Uq〉 を求めることができる．その結果
を図 7に示した．なお，同図には，Rényi統計により計算
した各種温度も合わせて示す．すなわち，加法的統計の一
つである Rényi統計によれば，式 (11)および (3)の制約条
件の下で（註：Rényi統計の場合は (12)ではなく (3)によ
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表 1 式 (15)から自己参照関数 pi を解く際の反復スキーム [3]．
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TGibbs, 並びに平衡時の平均エネルギーの 2/3倍として単
純に係数を乗じて求められる「平均温度」

T〈U〉 ≡
2

3k
U (23)
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一であった．これは Tsallis統計では既に証明されている
事項ではあるが，弱電離非平衡プラズマ中の水素原子励起
状態に関しても確認されたという意義を有し，大きな意味
を持つ．既知の事実である Tq−Tsallis = Tq−β のみならず，
q-平均温度 T〈Uq〉 がこれらと同一の値を取ることが，少な
くとも今回の計算の範囲内で確認された．なお，図 5 か
ら TGibbs = T〈U〉 という関係も確認され，Gibbs統計の妥
当性も示していると考えられる．この Gibbs-Boltzmann
の統計力学を拡張した非加法的 Tsallis 統計においても，
Tq−Tsallis = Tq−β = T〈Uq〉 が確認されたことの意義は大き
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5.4 連続変数系 –電子エネルギー分布関数と電子温
度解析への展開の可能性

前節では，離散エネルギー系である原子励起状態を対象
として，非平衡プラズマ中の Tsalis統計の有用性を議論し
た．一方エネルギー変数が連続値となる電子集団に対し
ても，前節の手法・議論は，有用であると期待される．電
子エネルギー確率関数 EEPF(7)を記述する Boltzmann方
程式から EEPFを求め，Tsallisエントロピーはもちろん，
Rényiエントロピーをも対象として，各種温度を算出し議
論する様な研究を，現在進行させている [4–6]．
一例として，低温弱電離アルゴンプラズマを対象と

して，2 項近似を施した Boltzmann 方程式を解き，弾
性・非弾性の各種衝突を含めて数値的に EEPF を求め
るフリーウェアである BOLSIG+を用いて [26]，換算電
界 10 ≤ E/N [Td] ≤ 100 の範囲で EEPF を求めた例を
図 6に示す．得られた EEPFが Maxwell的でないことは
明らかである．
この図 6 の EEPF を，式 (15) の pi を f と書き換え

ることで，Tsallis 統計の q 分布でフィッティングする
ことができ，前節と同様の議論により 3 種類の温度
Tq−Tsallis, Tq−β , T〈Uq〉 を求めることができる．その結果
を図 7に示した．なお，同図には，Rényi統計により計算
した各種温度も合わせて示す．すなわち，加法的統計の一
つである Rényi統計によれば，式 (11)および (3)の制約条
件の下で（註：Rényi統計の場合は (12)ではなく (3)によ

図 7 非加法的および加法的統計力学を用いて算出した電子温度
の比較 [4–6]．

る）以下の Rényiエントロピー

SR−q = −k
ln

∑
i p

q
i

1− q
(24)

を最大にする分布が，以下の Rényi統計の q-分布として得
られることが示されている [27]．

pi ∝
[
1− βR

q − 1

q
(εi − E)

] 1
q−1

. (25)

また，図 6の EEPFを Rényiの q-分布 (25)でフィッティ
ングすることで式 (25)中の βR を決めることができれば，
Rényi統計においても以下の３つの温度を定義できること
となり，実はこれら３つの温度は一致することがすでに示
されている [28]．

Tq−Rényi =

(
∂SR−q

∂U

)−1

, (26)

Tβ−Rényi =
1

kβR
, (27)

T〈U〉 =
2

3k
U. (28)

以上まとめて，Tsallis 及び Rényi 統計のべき乗確率分布
を用いてフィッティングを行い，非加法的および加法的
統計力学に基づく温度を算出しまとめた結果を図 7 へ示
す. 以上示した様に，本研究のプラズマパラメータの場合，
Tsallis 統計及び Rényi 統計力学からそれぞれ導出された
3つの温度は良好な一致，すなわち

Tq−Tsallis = Tq−β = T〈Uq〉, (29)

Tq−Rényi = Tβ−Rényi = T〈U〉 (30)

を示し，非加法的あるいは加法的統計力学の範囲内で, 矛
盾のない温度が導かれることが確認された [4–6]．

5.5 おわりに
著者は従来，主に産業応用を旨とする非平衡プラズマ分
光計測の研究を様々に行ってきた．その温度計測からさま
ざまな非平衡性に気づき，「温度とは何か？」という基礎
物理学的問題にも興味を持つに至った．その結果，情報工
学基礎論と統計力学に基づく本研究の様な課題にも取り組
んでいる．
プラズマ分光学やプラズマ物理学において，本小特集に

示されるように，天文学や地球惑星物理学，統計物理学や
非線形微分方程式論などとも，産業応用向けの非平衡プラ
ズマには接点があり，その方向性を非常に興味深く感じて
いる．応用工学発の成果を抽象化し，普遍化・一般化し純
粋理学へと帰還させる活動に，「学術」として意義がある
と確信しており，今後も本研究を継続していきたい．この
様に産業応用から若干の距離のある理学的分野に対し，工
学系の方々も関心を抱かれることを願っている．
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と，そのための数値解法の開発に取り組んでいます．

おか

岡
みつお

光夫

カリフォルニア大学バークレー校・宇宙科学研
究所の常勤研究員．2005 年に東京大学大学院
理学系研究科地球惑星科学専攻を満期退学後，
4年間のポスドク期間を経て現職．宇宙プラズ

マにおける粒子の加速や加熱に関心を持ち，地球磁気圏から太
陽・宇宙天体に至る多様なプラズマ環境に共通するスケール則の
探索とその解明を，理論・観測の両面から進めている．

あかつか

赤塚
ひろし

洋

1987年 3月 京都大学大学院工学研究科修士課
程修了．同年 4月 日本電気 (株)勤務．1991年
4 月 東京工業大学 原子炉工学研究所 助手．
1995 年 3 月 論文提出により博士（工学）．同

年 8月 東京工業大学 原子炉工学研究所 助教授．現在，東京科学
大学 総合研究院．准教授．プラズマ・核融合学会，応用物理学
会，電気学会，IEEE, 日本物理学会，分光学会，可視化情報学会，
レーザー学会，燃焼学会，日本原子力学会の各会員．


	
	
	
	
	
	



