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スパースモデリングを用いたトモグラフィー解析手法の開発
Development of Tomography Analysis Method using Sparse Modeling
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計算機トモグラフィー（CT: Computed Tomography）は，プラズマの様々な現象の空間構造を考察する上で
重要な計測手法である．しかし，プラズマ・核融合研究での CTは，その特殊な環境から往々にして検出器の自
由度は制限され，少数投影からの像の再構成を余儀なくされる．将来の核融合炉では，検出器の設置自由度はま
すます制限されると考えられ，従来の CT手法ではうまくプラズマの空間構造を再構築できない恐れがある．本
研究では，検出器の自由度が制限され，多数の情報欠損領域が発生している場合を再構成するため，フーリエ・
ベッセル級数展開法と，L1正則化を用いたスパースモデリングを組み合わせるトモグラフィー法を開発した．視
線情報が限定された計測器で得られたデータに対して，スパースモデリングは有効な手法である．開発した手法
を，MHD不安定性により駆動された「ポロイダル断面におけるモード構造」の再構築に応用した．その結果，
本研究で開発した手法は，視線数が大幅に制限されたデータに対して，Phantomで仮定したモード構造を再現
することができた．
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1 ．序論
計算機トモグラフィー（CT: Computed Tomography）
は，物体の外側から投影された検出器の出力を計算によっ
て，物体の断層撮像を再構成する手法である［1］．CTは
医療分野で広く用いられている他，プラズマ・核融合の
分野でもEUのJETでの中性子または軟X線放射を利用
したCT［2，3］を含め，画期的な成果を残してきた．その
ため，CTは今やプラズマの温度や密度の分布を得る有力
な解析手法の一つであり，特にプラズマのポロイダル断
面上の分布の再構成という点で非常に有用である．

CTを利用した再構成はいわゆる「結果」から「原因」
を推定する，典型的な逆問題である．その原理はグリッ
ドに分割した断面図に対して，あらゆる方向からの視線
に沿って投影された観測値と透過情報により得られる連
立方程式を解くことにある．そのため，詳細な断面図を
得るには，多くの観測値が必要とされる．医療用CTでは，
計測対象を取り囲む円形に計測器を配置することが出来
る．そのため，ラドン逆変換により，投影された信号か
ら断層画像を再構成することが可能である．一方，プラ
ズマ・核融合の分野では実験装置のその特殊な環境ゆえ
に，医療用CTと比較して検出器の自由度が制限される．
そのため制約不足に陥り，劣決定系となる．したがって，
この不定の方程式を解くためには，何らかの数理的制約
を加えて解を一意に決まるようにする必要がある．

本研究では，プラズマの温度や密度の分布に周期性が
あり，その変化は滑らかであるという仮定をおき，前述
の問題点を解決する方法を考える．温度や密度の分布が
滑らかであれば，高次の微分を可能とし，解析関数で展
開することが可能となる．また周期性があれば，プラズ
マに対する観測が制限され，情報欠損領域があったとし
ても補完可能となる．以上の仮定により，たとえプラズ
マに対して一方向の視線だけでも，プラズマが回転して
いれば，あらゆる方向から視線を通していると解釈する
ことができ，医療用CTとは異なる数学的手法を用いるこ
とができる．例えば，まとまった情報欠損を持つ観測領
域では，巨視的なパターンを利用した級数展開法が有効
である．実際に長山はフーリエ・ベッセル級数展開法を
提案し，トカマクにおける画期的な成功を収めている［4］．
加えて，往々にして式不足による悪条件な線形方程式
を解くことを要求されるプラズマ診断では，ノルム最小
化を制約として導入することで，解空間を狭めることが
非常に効果的である．ノルム最小化を制約として与える
標準的な解法はPhillips-Tikhonov法［5］である．Phillips-
Tikhonov法は正則化項としてL2正則化（Ridge回帰）
を用い，ハイパーパラメータを一般化交差検証（GCV: 
Generalized Cross validation）［6］によって決定する．し
かし将来の核融合炉は中性子やγ線の遮蔽が求められるた
め，検出器の自由度が小さくなると考えられている．そ
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を図 2に示す．

f（p，ϕ）＝L（p，ϕ）
g（r，θ）ds� （ 1）

またプラズマは r＝1の単位円の内側にのみ存在し，円の
外側ではg（r，θ）＝0となる．ここで放射分布g（r，θ）は，角
度方向にフーリエ級数で，半径方向にベッセル関数で展
開される．

g（r，θ）＝    ［a（c）l cos mθ＋a（δ）l sin mθ］gl
m（r）�（ 2 ）

gl
m（r）＝Jm（λl＋1r）� （ 3 ）

λl＋1は第一種m次ベッセル関数の（l＋1）番目のゼロ点で
ある．この場合，投影信号 f（p，ϕ）は式（ 1）から得られる．

f（p，ϕ）＝    ［a（c）l f（c）l（p，ϕ）＋a（δ）l f（δ）l（p，ϕ）］�（ 4 ）
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のため従来のPhillips-Tikhonov法では，大幅に検出器の
自由度が制限される環境において，トモグラフィー再構
成が難しいと考えられる．
そこで，本論文では，フーリエ・ベッセルのパターン
を基底関数とする級数展開法と，L1正則化を用いたスパー
スモデリングを組み合わせたトモグラフィー解析手法を
提案する．フーリエ・ベッセルのパターンは，ポロイダ
ル方向にフーリエ展開を用い，径方向にはベッセル関数
を利用するため，トーラスプラズマにおいて極めて自然
な展開法である．また，非円形断面であるステラレータ
においても，磁気座標を用いることで複雑なプラズマ形
状を表現できることが特徴として挙げられる［7］．スパー
スモデリングとは，入力された情報を選別し，より少な
い説明変数で目的変数を表現するという考え方であり，
プラズマ計測におけるトモグラフィー再構成と非常に相
性が良い．
本論文の構成は以下である．まず第 2 章でフーリエ・
ベッセル級数展開法のアルゴリズムの説明を行い，第 3
章で今回提案した，L1正則化とフーリエ・ベッセルのパ
ターンを組み合わせたトモグラフィー手法とL2正則化と
フーリエ・ベッセルのパターンを組み合わせたトモグラ
フィー手法を用いて，大型ヘリカル装置（LHD: Large 
Helical Device）［8］の磁気面を模して作成したPhantom
データを再構成し，その結果を比較する．第 4 章でまと
めと考察を行う．

2 ．フーリエ・ベッセル級数展開法のアルゴリズム
本章では，開発したトモグラフィー手法のアルゴリズ
ムについて示す．以下に，フーリエ・ベッセル級数展開
法のアルゴリズムを示す．図 1に座標系を示す．プラズ
マの放射分布をg（r，θ），検出機がプラズマを検出する視
線方向をL（p，ϕ）とすると，検出された投影信号は f（p，ϕ）
は次のようになる．本論文で用いたいくつかの基底関数

図 1　座標系．

図 2　フーリエ・ベッセル関数を基底関数としたいくつかの基底
関数．左上の数字は l，mの値を記したものである．例えば，
l0m0cosの場合は，l ＝ 0，m ＝ 0の cosの時の基底関数で
ある．
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しかし，空間構造の制約上，観測数を増やすというのは
限界がある．
そこで，未知数 { fk}が満たすべき，合理的な制約をト

モグラフィ再構成のアルゴリズムに加えることを考える．
一般的には（g－Hf）2で示される最小化問題にペナルティ
項を追加することで，未知数 fはペナルティ項の性質を満
たすよう制約する．未知数が取りうるほぼ無限の解の候
補を，解に制約を加えることで画像 {fk}の解空間が狭まり，
物理的背景に対して合理的な解の候補に絞ることが可能
となる．以下にその式を示す．

‖g－Hf‖2＋α‖f‖p� （ 8 ）

ここでの‖f‖pはLpノルムを利用したペナルティ項と考
える．n次元のベクトルxの場合，Lpノルムは以下のよう
に定義される．

‖x‖p＝（|x1|p＋|x2|p＋…＋|xn|p）1/p� （ 9 ）

またαはペナルティ項の強さを決定する値であり，ハイ
パーパラメータと呼ばれる．αを変更することでペナル
ティ項が式（ 8）に与える影響を調整することができ，大
きくすればペナルティ項の影響が大きくなり，小さくす
ればペナルティ項の影響が小さくなる．
本論文ではp＝1のL1正則化項（Lasso回帰）とp＝2の

L2正則化項（Ridge回帰）で検証を行った．L1ノルムは
マンハッタン距離と呼ばれ，n次元の次元ごとの距離の絶
対値を足し合わせた距離と定義される．一方で，L2ノル
ムはユークリッド距離と呼ばれ，2点間を結ぶ直線の距離
と定義される．それらのイメージ図を図 4に示す．図 4
からわかるように，マンハッタン距離を利用するL1正則
化の場合，

|a|＋|b|＝const� （10）

よって，

f（c，δ）l（p，ϕ）＝L（p，ϕ）
（cos mθ，sin mθ）gl

m（r）ds� （ 5 ）

式（ 5）を数値積分すると式（ 4）は線形方程式となり，そ
の解が展開係数a（c，δ）lであり，放射分布g（r，θ）を決定す
る．ここでMは角度方向の展開次数であり，一般的に計
測装置の数によって決定される．一方で，Lは径方向の展
開次数であり，一般的に赤池情報量基準（AIC: Akaike’s 
Information Criterion）または経験的に決定される．今
回は，M＝10とL＝1という条件を適用した．
次にトモグラフィー再構成のアルゴリズムを示す．プ
ラズマの撮像系を図式化したものを図 3に示す．各検出
器の出力をglとし，放射強度 fk（k＝1，2，…，K）が未知数
である場合，検出器の出力glと未知数の物理関係を数式
化する．k番目のピクセルのチャンネル lへの寄与度を表
す定数をhlkとすれば，以下の線型結合関係で記述できる．

  hlkfk＝gl  （l＝1，2，…，L）� （ 6 ）

上式を行列形で書き直すと以下になる．

g＝Hf� （ 7 ）

Hはhlkを要素とする係数行列で，f，gはそれぞれ fk，gl

を要素とするK次元，L次元の縦ベクトルである．トモ
グラフィー再構成は観測値 {gl}から方程式を解いて，画像
{ fk}を求める逆問題である．一方で，視線の自由度が制限
されるなどして多数の情報欠損領域がある場合，式の数
は未知数の数より少なくなる劣決定系の逆問題となる．
そのため，g＝Hfを満たす解が無数に存在するので，

最小二乗法を用いて（g－Hf）2を最小化して解を見つける
ことは不可能である．この場合，未知数 { fk}の値を確かに
するためには，未知数の数よりも少ない観測値の式を補
うために，観測数を増やすことが最も良いと考えられる．

m

m

K

∑
k＝1

図 3　図式化したプラズマの撮像系． 図 4　ユークリッド距離とマンハッタン距離のイメージ図．
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を含む画像に対して，安定な解を得るために一般化交差
検証（GCV: Generalized Cross validation）［6］を用いて，
空間周波数の低い構造を残し，空間周波数の高い，細や
かな構造を削ぎ落とすことで，ノイズに対する安定な解
を担保している．一方で，L1正則化を用いたスパースモ
デリングでは，情報自体から不要な展開項を積極的に削
除するため，従来の方法と同様にノイズに対してロバス
トであり，仮にノイズが強くなり，条件がさらに悪くなっ
たとしても，再構成結果に与える影響が小さいという利
点がある．
次に式（ 8）で示した本論文でのハイパーパラメータ最
適化方法について示す．L1正則化を用いたスパースモデ
リングでは，ハイパーパラメータ最適化手法において，
ノイズ除去などを担保する必要がない利点がある．一方
で正則化項を用いた係数決定問題は，そのままでは手動
でハイパーパラメータを決める必要がある．図 6に示す
ように，ハイパーパラメータは各説明変数に与える影響
が大きく，最適化手法を取り入れなければ，恣意的にモ
デルを選択できてしまう恐れがある．そのため，本論文
では交差検証（CV: Cross validation）［9］を用いて，ハイ
パーパラメータ，すなわち式（ 8）でのαを決定した．
本論文では図 7に示すような，データセットをk個に

分割し，一つをテストデータ，残りの学習データとして，
モデルの訓練と評価をk回繰り返すk-分割交差検証を利
用した．k-分割交差検証は，情報全てをk回，訓練と検証
に利用するので，使用効率が良く，今回のように情報量
が限られている場合でも，信頼性の高い結果を出せる利
点がある．

3 ．トモグラフィー2次元分布再構成
本章では，開発したトモグラフィー手法を用いた再構
築結果についての考察を示す．将来の核融合炉では，核

と表される．一方で，ユークリッド距離を利用するL2正
則化の場合，

  a2＋b2＝const� （11）

と表される．これらのことを踏まえ，式（ 8）に示される
最小二乗項とペナルティー項の和の最小化の概念図の例
を図 5に示す．図 5は，2次元説明変数での例である．ま
た横軸 f1，縦軸 f2はそれぞれ各説明変数の係数であり，f2
は f1より目的変数への寄与度が大きいという前提条件が存
在する．そのため，最小二乗項は各係数の寄与度に応じて，
等高線の幅が変化するため，横長の楕円形となる．この
とき，最小二乗項が同一値，すなわち等高線上にあるな
らば，式（ 8）を最小化するには，ペナルティー項を最小
化する f1と f2が解となる．つまり，式（ 8）の最小化の値は，
式（ 9），（10）からわかるように，L1正則化なら横長楕円
と|f1|＋|f2|で表されるひし形との接点，L2正則化なら横
長楕円と f12＋ f22で表される楕円との接点が解となる．次
に式（ 8）におけるハイパーパラメータの変化による解の
変化の概念図を図 6に示す．図 6より，ハイパーパラメー
タを大きくすると，式（ 8）より最小値を導出するために
は，ペナルティー項は小さく，最小二乗項は大きくなる
ことがわかる．そのため，係数の目的変数への寄与度の
違いにより，図 6の右図のように，ペナルティー項の頂
点が解となり，寄与度の低い説明変数が削減されること
がある．これはL1正則化の制約集合が，ひし形のような
尖った先端部を持っているため，頂点が解となる場合が
あるためであり，L2正則化項と比較して，多くの説明変
数が削減されやすい特徴がある．すなわち，L1正則化項
はスパース性を獲得しており，スパースモデリングに適
している．
またトモグラフィー手法はノイズに対するロバスト性
も重視される．従来のPhillips-Tikhonov法では，ノイズ

図 5　L1，L2正則化の意味の概念図．

図 6　ハイパーパラメータの変化による解の変化の概念図． 図 7　k- 分割交差検証．
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f（x）・A exp（－（     ）
2

）cos（mθ－ωt）� （12）

Aは揺動の最大値，Δは広がり幅，ρ0はモードの構造がピー
クになる場所である．利用したパラメータの数値は以下
である．

A＝1� （13）
ρ0＝0.7� （14）
Δ＝0.2� （15）
m＝10� （16）
ωt＝－2.5� （17）
f（x）＝2（θ－π）2＋0.1� （18）

g（x）＝（θ－π）2＋  π2� （19）

作成したPhantomデータを図 9のA-1）に示す．それ
ぞれのフーリエ・ベッセル基底関数の展開係数をL1正
則化（Lasso回帰）で決定し，再構築した結果を図 9の
A-2）に示す．L2正則化（Ridge回帰）で決定し，再構
築した結果を図 9のA-3）に示す．またCVで決定したハ
イパーパラメータの値をそれぞれ図中に記載している．
Phantomデータの空間構造に対して，図 8の視線で線積
分した値を図 9のB-1），B-2），B-3）に示す．図10では，
図 9でのPhantomの揺動の最大値の 5%を，図11では，
10%をホワイトノイズとして重畳した場合について図 9と
同様に示す．
図 9のA-2），A-3）から，L1正則化項を用いて再構築

した場合と，L2正則化を利用して再構築した場合，両ケー
スにおいて，Phantomデータと同様に大半径外側で強く
揺動分布が現れており，図 9のA-1）と比較して，プラズ
マのポロイダル断面においてモード構造が定性的に同定
できることがわかる．図10のA-2）からは，L1正則化項
を用いて再構築を行うと，図 9のA-2）と同様に，大半径
内側と比較して強い揺動が大半径外側に分布しているこ
とがわかる．一方で，図10のA-3）からは，L2正則化項
を用いて再構築を行うと，大半径外側のみならず，大半
径内側や内部にまで，揺動が分布しており，図10のA-1）
と比較して，大半径外側に揺動が強く分布するモード構
造を同定できたとは示唆されない．また図11では，より
ノイズの影響を受けており，A-2），A-3）で違いが顕著
になっていることがわかる．これは，三角関数でモデル
化されたPhantomデータに対してホワイトノイズを重畳
することで，従来のL2正則化では抑制できなかったノイ
ズをL1正則化を用いたスパースモデリングでは，不要な
項を削除し，寄与度の高い大域的な構造を残すことがで
きたため，ノイズを効果的に抑制できたからであると考
えられる．また，図 9，図10，図11のB-2），B-3）では，
両手法とPhantomデータの線積分値との評価では，再構
成画像から得られた線積分値とPhantomデータから得ら
れた線積分値はよく一致し，再構成の定量的信頼性を示
唆している．
ここで，数値的指標による両手法の評価を行うため，

ρ－ρ0
Δ・g（x）

3
17

融合反応によって発生する中性子に対して，ブランケッ
トモジュールによる遮蔽が必要であり，ブランケットモ
ジュールは，プラズマを取り囲むように設置されるため，
プラント構造的にプラズマに対し，カバーできる計測器
の視線は一方向すら難しい可能性がある．実際に大型の
核融合実験装置であるLHDにおいて，CO2レーザー干渉
計［10］では，ヘリカルコイルによる装置の複雑化によっ
て，プラズマに対する視線は一方向に制限されている．
そのため，本論文では限られた情報量でのCT再構築を
行うため，以下のことを解析条件とした．まず対象とす
るプラズマはLHDの磁気面を模して，Phantomデータを
作成した．次に検出器はプラズマに対する視線を一方向
のみと仮定し，かつまとまった観測欠損を持つこととし
た．視線数は55 chであり，視線とプラズマの関係を図 8
に示す．得られた物理量は線積分された密度揺動と仮定
した．以上の条件から，L1及びL2正則化項とフーリエ・
ベッセル級数展開法を組み合わせたCTを行い，局所量に
変換して比較した．
本論文では本研究で開発した手法が，視線の自由度が
大きく制限され，限られた情報でも非円形断面のプラズ
マのモード構造を同定できるかを着眼点とする．

PhantomデータはMHD不安定性により大半径外側に
揺動が強く発生するモード構造［11］を持つバルーニング
モードを想定した．バルーニングモードは，LHDにおけ
る中心ベータ値の到達値を制限するコア密度崩壊（CDC: 
Core Density Collapse）と呼ばれるプラズマ崩壊現象の
原因であると強く示唆されており［12］，核融合炉の高密
度運転シナリオを構築するうえで解明すべき重要な課題
の一つである．

Phantomデータは次の径方向変位のモデルを利用して
作成した．

図 8　プラズマと想定した視線の関係．
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平均二乗誤差（MSE: Mean Squared Error）［13］を計算
する．MSEはそれぞれのPhantomの値（正解値）と再
構成値（出力値）の差の二乗を総和して，それをデータ
の総数で割った値であり，0 に近いほど優れていると評
価できる．MSEは以下の式により計算される．

MSE＝   （yi－yi）2� （20）1
n

n

∑
i＝1

ˆ

yiは正解値，yiは出力値である．両手法に対してMSEを
計算したものを図12に示す．図12より，Ridgeと比較し
てLassoの値が小さいことがわかる．これは，Lassoの方
がPhantomと比較して，誤差が小さいと評価できる．
これらの結果より，本研究で開発した，従来の基底関数
を用いたフーリエ・ベッセル級数展開法とL1正則化を用

ˆ

図 9　Phantomデータとトモグラフィー再構成の比較を上段に示す．Phantomデータとトモグラフィー再構成結果を線積分したものの
比較を下段に示す．0%のホワイトノイズを重畳している．

図10　Phantomデータとトモグラフィー再構成の比較を上段に示す．Phantomデータとトモグラフィー再構成結果を線積分したものの
比較を下段に示す．5%のホワイトノイズを重畳している．
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展開係数を決定するスパースモデリングには，L1正則化
を採用した．MHD不安定性により駆動される密度揺動の
空間構造を想定したPhantomデータを作成し，新しく開
発した手法を適用した．スパースモデリングにより再構
成において不要な展開項が削除され，必要最低限の展開
項のみでプラズマの密度揺動の空間構造が再構成された
ことを確認した．密度揺動の空間構造においては，大半
径外側で主に揺動が発生しているモード構造を想定した
Phantomデータと，ノイズとしてホワイトノイズを0%と
5%，10%を重畳した場合で，再構成結果をMSEを用いて
評価したところ，本手法の有効性が確認された．以上から，
フーリエ・ベッセル級数展開法とスパースモデリングを
組み合わせたトモグラフィー再構成は，視線数の制限さ
れる情報少数領域でプラズマのモード構造を再構築でき
た．本研究で開発した手法を利用して，モードの空間構
造に着目したトモグラフィーの検証がより進むこと，任
意の境界を定義域とするラプラシアン固有関数を基底と
した新しいトモグラフィー手法の発展への寄与［15，16］が
期待される．
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