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4．1　はじめに
トーラス磁場配位では，磁場の弱いトーラスの外側領
域にバナナ軌道を描く捕捉粒子がϵ1/2程度の割合で存在
し，これに起因する微視的不安定性は捕捉粒子不安定性
［1-3］と呼ばれる．ここで，ϵ≡ r/Rはトーラスの小半径 r
と大半径Rの比を表し，トーラスの逆アスペクト比と呼
ばれる．ここでは，荷電粒子の質量，電荷，温度を，ma，
ea，Taで表すことにする．下付き添字aは粒子種を意味し，
a＝e，iにより，それぞれ，電子，イオンを表す．粒子の
熱速度は，vta＝（Ta/ma）1/2で与えられる．a種粒子による
捕捉粒子不安定性が生じるには，バナナ軌道に沿った捕
捉粒子運動のバウンス周波数ωba～ϵ1/2vta/Rq（q：安全係
数）に比べて，揺動の周波数ωが十分に小さい必要がある．
捕捉電子のバウンス周波数ωbeは，捕捉イオンのバウン
ス周波数ωbiに比べて，（mi/me）1/2倍程度大きく，ω≪ωbi

の低周波数帯における捕捉粒子不安定性は捕捉イオン・
モード（trapped ion mode, TIM）と呼ばれる．一方，
ωbi≪ω≪ωbeの周波数帯における捕捉粒子不安定性は捕捉
電子モード（trapped electron mode, TEM）と呼ばれ，
捕捉イオンは不安定化に寄与しない．衝突の影響がない
場合，捕捉粒子のバナナ軌道の中心（バウンス中心）はト
ロイダル方向にドリフト運動（歳差ドリフトと呼ばれる）
を行い（図 1参照），捕捉イオンと捕捉電子では歳差ドリフ
トの向きは逆になる．トーラス小半径方向に密度勾配（あ
るいは温度勾配）がある平衡状態にフルート型（波数ベク
トルが磁力線方向と小半径方向に対して垂直）の密度揺動
（あるいは温度揺動）が生じると，捕捉粒子の歳差ドリフト
により揺動振幅の山・谷の間に荷電分離が起こり，それに
より生成される静電ポテンシャル揺動が作る平衡密度勾配

（あるいは温度勾配）方向のE×Bドリフトが密度揺動（あ
るいは温度揺動）を増幅させる（図 2参照）．これが無衝
突捕捉粒子不安定性の発生機構である［3］．
ここで，捕捉粒子に対するクーロン衝突の効果につい
て，触れておこう．弱磁場領域に存在するa種の捕捉粒
子の速度の方向もしくはピッチ角がクーロン衝突により
散乱される過程は，ランダムウォークと同様の拡散過程
と見なされ，衝突によりϵ1/2程度のピッチ角だけ散乱さ
れ，非捕捉粒子となってしまうのに要する実効的な時間
τeff，aは，（ϵ1/2）2/τeff，a～12/τaの関係式から見積もられる．
ここで，クーロン衝突時間τaは，衝突により90°あるいは
1 radの程度のピッチ角散乱が起こる時間に対応する．し
たがって，クーロン衝突周波数をνa＝1/τaで表すと，捕捉
粒子に対する実効的な衝突周波数は，νeff，a＝1/τeff，a～ νa/ϵ
と見積もられ，νeff，aは，νa＝1/τaに比べて，ϵ－1の因子の
分だけ大きなものとなることに注意しよう．
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トロイダル磁場配位では，磁場の弱いトーラスの外側領域に捕捉された粒子がバウンス運動を行い，バナナ
軌道を描く．この捕捉粒子のバウンス運動の中心は，歳差運動とよばれるドリフト運動を行い，捕捉粒子不安定
性と呼ばれる微視的不安定性を引き起こす原因となる．本章では，イオン温度勾配（ITG）不安定性の波数に近
い波数領域で不安定となり，ITGモードと同様にトロイダルプラズマの乱流輸送を引き起こす静電不安定性とし
て関心を集める捕捉電子モード（TEM）について解説する．
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図1　捕捉粒子の歳差ドリフト．
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μ＝� （ 2 ）

は磁気モーメント，Φは静電ポテンシャル（ここでは背景
ポテンシャル場のみを含み，揺動成分は含まないとする），
Ωa≡eaB/（mac）はジャイロ周波数を表し，［…］⊥はベクト
ルの磁力線垂直方向成分を意味する．荷電粒子の持つエ
ネルギーEは，運動エネルギーとポテンシャルエネルギー
の和で与えられ，

E＝ mav‖
2＋μB＋eaΦ� （ 3 ）

のように書かれる．上式より，

v‖＝σ    （E－eaΦ－μB）�
1/2

� （ 4 ）

を得る．ここで，σ≡ v‖/|v‖|は v‖の符号を表す．また，
式（ 1）の最後の行の表式を導くときに注意すべきことは，
∇×（（v‖/Ωa）B）における∇は，式（ 4）を用いて，Eおよび
μを固定しながら，空間変数に関する微分を行うことを意
味することである．Eおよびμは，運動に沿って不変量と
なっている．
ここからは，次式で表されるようなトーラス磁場の配
位を考えよう．

B＝∇ψ×∇θ＋∇ζ×∇χ＝∇α×∇χ� （ 5 ）

ここで，θおよびζは，それぞれ，トーラスのポロイダル
角およびトロイダル角を表す（図 1参照）．トーラス磁気
面の内部の領域Vにおいて，ポロイダル方向およびトロ
イダル方向の磁束は，それぞれ，

   V
B・∇θ d3x＝2πχ，   V

B・∇ζ d3x＝2πψ，�（ 6 ）

により与えられ，安全係数qは，

q＝� （ 7 ）

によって表される．また，

α≡ζ－q�θ� （ 8 ）

であり，式（ 5）より，B・∇ψ＝B・∇χ＝B・∇α＝0が成
り立ち，磁力線は，ψ＝const（あるいはχ＝const）が表
す磁気面とα＝constが表す曲面の交線として与えられる
ことがわかる．即ち，ψあるいはχの磁気面ラベルともう
一つのラベルαからなる 2つのラベル変数により，磁力線
は指定される．
さて，3次元実空間の一般座標系（u1, u2, u3）により，位

置ベクトルをx＝x（u1, u2, u3）のように表すと，計量テン
ソルの成分が，

gij≡  ・   （i, j＝1, 2, 3）� （ 9 ）
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∂uj

本章では，ωbi≪ω≪ωbeの揺動周波数領域を想定し，ま
た，νeff，e≪ωbeが成り立ち，捕捉電子は衝突散乱される前
に何周ものバナナ軌道を描くことができると仮定し，捕
捉電子モード（TEM）不安定性［1-4］の周波数や成長率の
導出について，詳しく解説する．4．2節では，捕捉粒子の
歳差ドリフト運動を記述する方程式を導く．4．3節では，
捕捉電子の歳差ドリフト周波数ωDe［式（68）参照］に比
べて，捕捉電子の実効衝突周波数νeff，eが十分小さい場合
は，衝突の効果が無視され，電子の密度・温度勾配により，
無衝突TEMが不安定化されることを示す．磁力線垂直方
向に熱イオンジャイロ半径ρti＝vti/Ωi（Ωi＝ eiB/mic：イ
オンジャイロ周波数）程度の波長領域において乱流を生
み出す静電的な不安定性として，無衝突TEM不安定性
はイオン温度（ITG）モード不安定性（本講座第 3 章お
よびRef.［5］参照）とならんで注目され，多くの理論・シ
ミュレーション研究がなされている．さらに，4．4節で
は，ωDe＜νeff，e＜ωbeの場合は，電子温度勾配によって散
逸性TEM不安定性が駆動されることが示される．最後に，
4．5節で本章のまとめを述べる．

4．2　捕捉粒子の歳差ドリフトの運動方程式
非一様な磁場Bの下で，質量ma，電荷 eaをもつa種の
荷電粒子が行うジャイロ運動の中心点（案内中心）は，
磁場に対して垂直方向にドリフト速度vdaを持つ．ドリフ
ト速度vdaは，曲率ドリフト，∇BドリフトおよびE×B
ドリフトの和からなり，次式のように表すことができる
（Ref.［2］ 3.4-3.5節参照）．

vda＝  b×（mav‖
2b・∇b＋μ∇B＋ea∇Φ）

＝   ∇×（  B）�
⊥
� （ 1 ）

上式において，v‖は磁力線方向の速度成分，

c
eaB

ˆ ˆ ˆ

v‖

B
v‖

Ωa

図 2　捕捉粒子不安定性の物理機構．
	 図 1 において，捕捉粒子が存在するトーラス外側部分の水

平方向断面を上方から見た図を表す．図の縦方向はトーラ
ス小半径方向に対応し，平衡密度勾配∇n，平衡温度勾配
∇Tが存在する．図の横方向はトーラスのトロイダル方向
に対応し，捕捉電子および捕捉イオンが，それぞれ，右向
きおよび左向きに，歳差ドリフト運動を行う．
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の値として定義することができる．いわゆる磁気ミラー
により，θ＝θt1，θt2において，案内中心の運動は反射され，
v‖の符号σは反転する．因みに，背景静電ポテンシャルは，
Φ＝Φ（χ）のように磁気面関数として表されるものとして
いる．
捕捉された案内中心のバウンス運動の 1 回の周期にお
いて，u1≡αがどれだけ変化するかを表す量Δu1≡Δαは
次式のように計算される．

Δα＝Δu1＝  dt＝   �du3

＝    （    －    ）
＝  �  （v‖b3du3）＝  
＝    � （16）

上式（16）において，式（12）が用いられている．磁力線方
向積分の線素は，dl＝b・dx＝b3du3＝du3/b3＝dθ/bθで与え
られ，捕捉粒子のバウンス運動に沿った 1 周期分の線積
分は，

dl≡  σ  � （17）

で表される．また，式（16）に現れるJは縦の断熱不変量と
呼ばれ，

J≡mav‖b3du3＝mav‖dl� （18）

により定義される．磁気モーメントμが第 1の断熱不変量
と呼ばれるのに対して，Jは第 2の断熱不変量とも呼ばれ
る．Jは 4つの位相空間変数の関数J＝J（u1, u2, E, μ）＝J
（α, χ, E, μ）と見做されるが，この式をEについて解くこと
により，エネルギー関数E＝H（α, χ, μ, J）を定義すること
ができる．これにより，

J（α, χ, H（α, χ, μ, J）, μ）＝J� （19）

を得るが，上式（19）の両辺を（α, χ, μ, J）の関数と見做し
て，αおよびχに関する偏微分をとると，連鎖律により，

  ＋  �  ＝0，   ＋  �  ＝0� （20）

が得られる．
捕捉粒子のバウンス運動の周期τ，即ち，1つのバナナ

軌道を描くのに要する時間は，

τ≡  ＝  � （21）

により与えられる．また，式（16）と同様にして，バウン
ス運動の 1 周期の間の捕捉粒子（の案内中心）の座標変
数u2≡χの変化量Δu2≡Δχも計算され，その結果は次式
のようになる．

du1
dt

du1/dt
du3/dt

du3
Ωa  gb3

∂（v‖b3）
∂u2

∂（v‖b2）
∂u3

mac
ea

∂
∂u2

c
ea

∂J
∂u2

c
ea

∂J
∂χ

ˆ

∑
σ＝±1

��θt2

θt1

dθ
bθ

∂J
∂α

∂J
∂E

∂H
∂α

∂J
∂χ

∂J
∂E

∂H
∂χ

dl
v‖

∂J
∂E

によって定義され，任意の 3 次元ベクトル場aは，反
変ベクトル成分ai＝a・∇uiもしくは共変ベクトル成分
ai＝a・∂x/∂ui＝∑ j gij ajにより表すことができる．ここで
は，以下の式で表されるように，u1とu2として 2 つの磁
力線ラベル変数を，また，u3としてポロイダル角を採用
しよう．

（u1, u2, u3）≡（α, χ, θ）� （10）

この座標系を用いると，磁場は，

B＝∇u1×∇u2＝    ＝B3� （11）

のように表される．ここで，

  g≡  det（gij）＝  ・（  ×  ）
＝       ＝� （12）

で あ り，B3＝B・∇u3＝B・∇θ＝1/  g，B1＝B・∇u1＝0，
B2＝B・∇u2＝0が成り立つ．また，磁力線方向の単
位ベクトル b≡ B/Bについて，bi＝Bi/B，b1＝b2＝0，
∑ i＝1bibi＝b3b3＝1，bθ＝b3＝1/b3＝1/bθが得られる．ここ
で注意すべきことは，∂x/∂u3＝∂x/∂θは，u1とu2が一定と
なる方向，即ち，磁力線方向に平行であり，決してポロ
イダル方向に平行ではないということであり，この座標
系では，∂/∂θ≡∂x/∂θ・∇は，ポロイダル方向ではなく磁
力線方向に沿った空間微分を表す．
座標系（u1, u2, u3）≡（α, χ, θ）を使って，案内中心のドリ

フト運動の方程式を書き表していこう．まずドリフト運
動に沿ったu3≡θ成分の時間変化率は，

  ＝v‖b・∇u3＝v‖b3＝v‖b・∇θ� （13）

のように書かれる．ここで，vda・∇θは厳密にはゼロでは
ないが，v‖b・∇θに比べて遥かに小さいとして上式では無
視されている．続いて，u1≡α成分については次式を得る．

   ＝vda・∇u1＝ ∇×（  B）・∇u1

＝   （    －    ）� （14）

（α, χ）で指定された磁力線に沿った磁場強度B＝B（α, χ, θ）
の最大値をBmax（α, χ）≡maxθ B（α, χ, θ）で表すと，

E－eaΦ（χ）－μBmax（α, χ）＜0� （15）

の条件が成り立つとき，式（ 4）に示された磁力線方向速
度v‖を定義することができるようなθの領域は局在化さ
れ，θt1≤θ≤θt2のように表される．この場合，案内中心は
磁力線方向に沿って自由に動き回ることができず，磁力
線方向の領域θt1≤θ≤θt2に捕捉され，バウンス運動を行
い，いわゆるバナナ軌道を描く．θ＝θt1，θt2は，v‖＝0と
なる軌道の端点を表し，式（ 4）の右辺が0となるようなθ

1
  g

∂x
∂u3

∂x
∂u3

∂x
∂α

∂x
∂χ

∂x
∂θ

1
∇α・（∇χ×∇θ）

1
B・∇θ

ˆ
3

du3
dt

ˆ ˆ

ˆ

du1
dt

v‖

B
v‖

Ωa

v‖

Ωa  g
∂（v‖b3）

∂u2
∂（v‖b2）

∂u3
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比べて|vda|が小さいことを考慮すると，運動エネルギー
wを近似的な保存量として扱われることが多い．
さて，位相空間上の任意の物理量を位相空間変数

（α, χ, θ, E, μ）の関数と見做す代わりに，（α, χ, θ, w, μ）の
関数と見做す場合，以下のような偏微分の置き換えを行
う必要がある．

∂/∂E＝∂/∂w， （∂/∂α）E＝（∂/∂α）w

（∂/∂χ）E＝（∂/∂χ）w－ea（∂Φ/∂χ）（∂/∂w）� （28）

上式（28）を用いると，式（23）－（24）は以下のように書き換
えられる．

〈  〉b
＝ �   －c

＝－ �  －c  ，� （29）

〈  〉b
＝－ �    ＝ �  � （30）

ここで，縦の断熱不変量Jおよび運動エネルギーwは，
それぞれ，関数J＝J（u1, u2, w, μ）＝J（α, χ, w, μ）および
w＝W（α, χ, μ, J）によって与えられている．バウンス運動
する捕捉粒子が描くバナナ軌道の中心（バウンス中心あ
るいはバナナ中心）が磁力線を横切るドリフト運動を行
なっており，式（23）－（24）あるいは式（29）－（30）で与えら
れた〈dα/dt〉bおよび〈dχ/dt〉bは，それぞれ，バウンス中心
のドリフト運動におけるαとχの変化率を表すものと解釈
される．また，

vE・∇α≡    ・∇α＝－c� （31）

が成り立つことから，式（29）の右辺の第 2項は，E×Bド
リフト速度vEの反変ベクトルとしてのα座標成分である
ことがわかる．vEは粒子種によらない共通の速度であり，
図 2で示されたような荷電分離による捕捉粒子不安定性
の駆動には寄与しないことを注意しておく．
磁気モーメントμの代わりによく用いられる変数として
次式で定義されるピッチ角変数λがある．

λ≡μ/w� （32）

上式とμおよびwの定義から，λB＝（v⊥/v）2＝1－（v‖/v）2

となるが，これは，磁力線と速度ベクトルのなす角（ピッ
チ角）の正弦（sine）の 2乗となる．λを用いると，磁力
線方向速度は，

v‖＝σv   1－λB� （33）

のように書け，上式より，λ≤1/B（α, χ, θ）を満たす必要が
ある．縦の断熱不変量は，

J＝2  mav   1－λB  � （34）

のように表される．また，非捕捉粒子および捕捉粒子に

dα
dt

c
ea

∂J/∂χ
∂J/∂w

∂Φ
∂χ

c
ea

∂W
∂χ

∂Φ
∂χ

dχ
dt

c
ea

∂J/∂α
∂J/∂w

c
ea

∂W
∂α

cE×B
B2

∂Φ
∂χ

��θt2

θt1

dθ
bθ

Δχ≡Δu2＝－ �  �＝－ �  � （22）

式（16），（20），（21）および（22）より，捕捉粒子（の案
内中心）の 2つの座標変数（α, χ）の変化率のバウンス平均
が以下のように与えられる．

〈  〉b
＝  ＝ �   ＝－ �  ，� （23）

〈  〉b
＝  ＝－ �   ＝ �  � （24）

ここで，捕捉粒子の条件式（15）を満たす位相空間領域上
の任意の関数A＝A（α, χ, θ, E, μ）に対して，そのバウンス
平均は

〈A〉b≡A≡    ＝� （25）

によって定義される．式（23）－（24）は，エネルギー関数
E＝H（α, χ, μ, J）をハミルトニアンとするハミルトンの正
準方程式の形をしていることに注意しよう．Aα≡－χと
おくと，式（ 5）より，B＝∇×（Aα∇α）となり，Aαは，
ベクトルポテンシャルの共変ベクトルとしてのα座標成
分であることがわかる．式（23）－（24）をハミルトンの正
準方程式，αを正準座標と見做すと（ea/c）Aα＝－（ea/c）χ
がαに共役な正準運動量となっていることがわかる．
|Aα|＝|χ|の大きさは，|Aα|＝|χ|～rRBPのように見積
もることができる．ここで，rおよびRは，それぞれ，トー
ラスの小半径および大半径を表し，BPはポロイダル磁場
を表す．また，荷電粒子の位置ベクトルxに共役な正準運
動量に対するよく知られた表式p＝mav＋（ea/c）Aの共変
ベクトルとしてのα座標成分pα＝mavα＋（ea/c）Aαにおい
て，|vα|＝|v・∂x/∂α|～Rvのように見積もると，|cmavα/
ea Aα|～（v/Ωa）（B/rBP）～q（ρa/r）（R/r）≪1（q：安全係数，
ρa：ジャイロ半径）とすれば，pα≃（ea/c）Aαが得られ，先
に述べたことと一致することがわかる．
縦の断熱不変量の名のとおり，バウンス平均したJの変
化率は，式（23）－（24）より，

〈  〉b
＝  〈  〉b

＋  〈  〉b
＝0� （26）

となることが確かめられる．
ところで，エネルギー変数Eの代わりに，

w≡ mav2＝ mav‖
2＋μB＝E－eaΦ� （27）

で定義される運動エネルギーwが，独立変数としてが用
いられることが多い．荷電粒子の運動において，Eが厳密
に保存されるのに対して，軌道に沿ってχが変化すると，
背景静電ポテンシャルによるエネルギーeaΦ（χ）が変化す
るために，運動エネルギーは厳密には，保存されないこ
とに注意しよう．しかし，b・∇Φ（χ）＝0であり，|v‖|に

c
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これからは，磁気面ラベルとしてχの代わりに小半径rを
用い，安全係数qに対する表式として，q＝rB0/（RBP）用い
るとdχ/dr＝RBP＝ rB0/qおよび∂J/∂χ＝（q/rB0）∂J/∂rの
ように書ける．また，捕捉パラメータκを

κ≡         
1/2

� （41）

により定義すると，捕捉粒子および非捕捉粒子の条件は

sin（ ）≤κ＜1（trapped）， κ＞1（untrapped）�（42）

となる．また，捕捉粒子（κ＜1）の場合，式（39）および（41）
より，

κ＝sin（ �）� （43）

が得られる．κ＝0即ちλB0＝（1－ϵ）－1の場合は，θt＝0で
あり，バナナ軌道は一点に収縮する．また，κ＝1即ち
λB0＝（1＋ϵ）－1の場合は，θt＝πであり，バナナ軌道は最
大となり，κ＞1では非捕捉粒子へと遷移する．
式（34），（40）および（43）より，縦の断熱不変量Jは，

J＝4qRmav   2λB0ϵ�    κ2－sin2（θ/2）�dθ

＝8maqRv   2λB0ϵ�［E（κ）－（1－κ2）K（κ）］� （44）

のように表される．K（κ）およびE（κ）は，それぞれ，第
1種および第 2種の完全楕円積分であり，次式によって，
定義される．

K（κ）≡ �      ＝ �      

E（κ）≡    1－κ2 sin2φ�dφ＝      dx� （45）

また，以下のような公式が成り立つ（Ref.［2］3.5節参照）．

   ＝      ，

    ＝  （   －K（κ））� （46）

式（41）からわかるように，捕捉パラメータκは，ϵ＝r/Rお
よびλ＝μ/wによって定義されているが，κを（r, w）の関数
と見做し，

   ＝ （ －κ2），
   ＝   ≃� （47）

が得られる．上式において，式（38）から得られる近似式
λ≡μ/w≃1/B0を用いた．
式（16）および式（44）－（47）を用いると，

1－λB0（1－ϵ）
2λB0ϵ

θ
2

θt
2

��θt

0

��π/2

0

dφ
   1－κ2 sin2φ

��1

0

dx
   （1－x2）（1－κ2x2）

��π/2

0

��1

0

1－κ2x2
1－x2

dE（κ）
d（κ2）

E（κ）－K（κ）
2κ2

dK（κ）
d（κ2）

1
2κ2

E（κ）
1－κ2

∂（κ2）
∂r

1
r
1
2

∂（κ2）
∂w

1
2μB0ϵ

1
2wϵ

対する条件は，それぞれ，

0≤λ＜1/Bmax（α, χ） （untrapped）
1/Bmax（α, χ）＜λ≤1/B（α, χ, θ） （trapped）� （35）

のように書かれ，バナナ捕捉軌道の端点を表すθt1，θt2は，
次式を満足する．

B（α, χ, θt1）＝B（α, χ, θt2）＝1/λ� （36）

トカマクのような軸対称トーラス磁場配位では，3 次
元実空間座標系として，（χ, θ, ζ）を用いた場合に，Bや
Bθ＝B・∇θ等の物理変数は，トロイダル角ζに依存しな
い．これは，座標系（α, χ, θ）を用いた場合，αに依存し
ないことに対応する．このことより，軸対称配位では，
式（34）で与えられる縦の断熱不変量Jもαに依存せず，
∂J/∂α＝0となり，したがって式（29）より，〈dχ/dt〉b＝0と
なる．これは，バナナ軌道の中心が同一の磁気面にとど
まり続けることを意味する．一方，ヘリカル系のような
非軸対称配位では，一般に，〈dχ/dt〉b≠0であり，バウン
ス中心のドリフト運動は磁気面垂直方向に速度成分を持
ち，これにクーロン衝突を考慮した新古典拡散は，軸対
称配位に比べて大きな粒子・熱輸送を引き起こす．とこ
ろが，近年，準対称性を有する磁場配位の研究が進んで
おり，BやJの磁力線ラベルαに対する依存性を 0に近づ
けることにより，新古典輸送を小さい値に抑える先端的
なヘリカル磁場配位が考案されるようになっている．
ここからは，軸対称配位の場合のみを考えよう．この
場合，1 周期のバウンス運動の間に，χおよびθの値は，
元の値に戻るから，Δα＝Δ（ζ－qθ）は結局，1 周期間の
トロイダル角の変位Δζを表すことになる．したがって，
〈dα/dt〉b＝〈dζ/dt〉bと書くことができ，これは，トロイダ
ル方向に歳差ドリフト運動を行うバウンス中心の角速度
を表している．
以下では，同心円形のポロイダル断面をもつ大アスペ
クト比の軸対称トーラス磁場配位の場合を取り扱う．トー
ラスの小半径をr，磁気軸位置の大半径をR，逆アスペク
ト比をϵ＝r/R≪1で表す．すると磁場強度は，

B＝B0（1＋ϵ cos θ）－1≃B0（1－ϵ cosθ）� （37）

で表され，式（35）より捕捉粒子条件は

（1＋ϵ）－1＜λB0≤（1－ϵ cosθ）－1 （trapped）� （38）

となり，式（36）から

B0（1－ϵ cosθt）＝1/λ� （39）

によって θtを定義することにより，捕捉領域は
－θt＜θ＜θtで与えられることになる．式（33）と（37）およ
び（39）より，

v‖＝σv   1－λB0（1－ϵ cosθ）
＝σv   λB0ϵ（cosθ－ cosθt）
＝σv   2λB0ϵ［sin2（θt/2）－sin2（θ/2）］� （40）

を得る．
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の場合である．逆に，∂J/∂χ＜0の場合，即ち，高密度・
高温部のプラズマ中心部に向かって，Jが大きくなる条件
（maximum Jの条件）が成り立つ場合は，捕捉粒子モー
ドは安定化されることになる .また，式（51）より，この安
定化条件は，G（s, κ）＜0に対応し，図 3を見ると，負磁気
シアー（s＜0）が安定化に寄与することがわかる．

4．3　 捕捉電子モード（TEM）に対する基本方程
式系

ここからは，電子（e）と水素イオン（陽子）（i）からな
るトカマクプラズマを考え，いわゆる静電近似を用いて，
磁場揺動は存在しないと仮定する．粒子の分布関数は，
マクスウェル平衡分布 fMaと揺動成分δfa（a＝e，iは粒子
種を表す）の和からなり，また，磁力線垂直方向に波数
ベクトルk⊥を持つδfaの成分は，ジャイロ運動論に基づ
いて，

δfak⊥
＝－   fMa＋hak⊥

e－ik⊥・ρa� （53）

のように表す．ここで，ρa≡（b×v）/Ωaはジャイロ半径ベ
クトルを表す．本講座の第 2 章では，ジャイロ中心の位
置ベクトルを独立変数とした分布関数を用いたのに対し
て，式（53）では，Refs.［6，7］に倣って，粒子の位置ベクト
ルを独立変数した分布関数を考え，磁力線垂直方向にお
ける変動を表すため，粒子の位置ベクトル変数から波数
ベクトル変数への変換を行っているため，式（53）は，第 2
章の分布関数の表示とは異なり，e－ ik⊥・ρaのような因子を
含んでいることに注意しよう（粒子分布関数とジャイロ中
心分布関数の表示の関係についての詳細は，Refs.［8，9］を
参照されたい）．バルーニング表示［10］とよばれるWKB
近似の手法では ,波数ベクトルは，アイコナールとよばれ
る関数S（x）を用いて，k⊥＝∇S（x）のように表される．こ
こで，式（10），（11），およびB・k⊥＝B・∇S（x）＝0の条件
を用いると，∂S（α, χ, θ）/∂θ＝0が得られ，S＝S（α, χ）あ
るいは磁気面ラベルとしてχの代わりにq＝q（χ）を用いる
とS＝S（α, q）と書ける．

α＝ζ－qθであることに留意し，トロイダル角変数 ζ

に関するフーリエ展開された揺動成分を考えると，ト
ロイダルモード数を表す整数nとある関数C（q）用いて，
S＝－nα＋C（q）の形に書かれ，次式が得られる．

k⊥＝∇S＝kα∇α＋kq∇q
＝kα［∇ζ－q∇θ＋（θk－θ）∇q］� （54）

ここで，kα＝ ∂S/∂α＝－n，kq＝ ∂S/∂q＝ dC（q）/dqおよ
びθk＝kq/kαである．こうして，アイコナールSは

S＝－n  α＋θk（q）dq �� （55）

と表すことができる .
式（53）の右辺の第 1項は，静電ポテンシャル揺動ϕk⊥

に
対する断熱応答を表し，第 2項は，非断熱応答成分を表す．
本章では，線形不安定性解析を行うため，分布関数の非

ˆ

ˆ

eaϕk⊥

Ta

ˆ

Δα＝4�  2 

× E（κ）－ K（κ）＋2s{E（κ）－（1－κ2）K（κ）} 

for Er＝－∂Φ/∂r＝0� （48）

が得られる．ここで，

s≡   � （49）

は，磁気シアパラメータを表す．式（48）は，バウンス運
動の 1 周期の間の，バウンス中心のトロイダル角の変位
の中でE×Bドリフトによる寄与を除いたものを表す．式
（21）および式（44）－（47）より，バウンス運動の周期τは，

τ＝4�  2    K（κ）� （50）

で与えられる．式（29），（48）および（50）を用いると，
E×Bドリフトの寄与を含めたバウンス中心の歳差ドリフ
トのトロイダル角速度が次式のように表される．

〈  〉b
＝     �wG（s, κ）＋  Er� （51）

ここで，G（s, κ）は，

G（s, κ）≡2   －1＋4s（   ＋κ2－1）� （52）

で与えられる（図 3参照）．ここで，G（s, κ）の定義はRef.
［4］に従っており，Ref.［1，2］で定義された関数Gの 2倍と
なっていることに注意しよう．
前節の図 1や図 2を参照すると，捕捉粒子不安定性

の生ずるのは，a種粒子の歳差ドリフトの向きに関し
て，ea〈dα/dt〉b＞0が成り立つ場合であることがわか
る．ただし，平衡状態の密度・温度勾配が，∂na/∂r＜0，
∂Ta/∂r＜0を満たすと仮定している．また，前述のように
E×Bドリフト速度は捕捉粒子不安定性に寄与しないこと
を思い出しておこう．そうすると，式（23）あるいは式（29）
より，上述の捕捉粒子不安定性が起きるのは，∂J/∂χ＞0

macq2v
eaB0r�  ϵ 

1
2 ˆ
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dq
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図 3　磁気シアパラメータ s ＝ 1， 0， ー1の場合の関数 G（s， κ）．ˆ ˆ
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式（56）および（62）は ITGモードやETGモード等を含む静
電的な線形不安定性を記述する一般的な基本方程式系を
与えるが，ここでは，TEM不安定性を扱うため，式（56）
をさらに近似したものを用いる．式（56）を見るとわかる
ように，背景電場の効果は，E×Bドリフトよる周波数
のドップラーシフトω－ωEの形を通してのみ現れ，成長
率には影響しないことがわかる．以下では，簡単のため，
ωEを省略してTEMモードの分散関係を導出するが，その
分散関係に現れるωを単にω－ωEに置き換えることによ
り，背景電場の存在する場合の分散関係が得られること
を覚えておこう．
不安定性の周波数の大きさは，ωbi≪|ω|≪ωbeを，ま

た磁力線垂直方向の波数は，k⊥ρte≪1を満たすものとす
る．電子の磁力線方向速度v‖は大きく，式（56）において，
v‖b・∇は，ω，ωDe，ω＊eや衝突周波数に比べ，支配的な
影響を持つと考えられる．したがって，ω/ωbe≪1を展開パ
ラメータとした最低次の近似では，v‖b・∇hek⊥

＝0が得ら
れ，hek⊥

は，磁力線方向に変動しないことがわかる．非捕
捉粒子の場合，磁力線方向の境界条件hek⊥

（θ＝±∞）＝0
を考慮すると，結局のところ，hek⊥

＝0と近似される．捕
捉粒子の場合，hek⊥

の定義域は，－θt1≤θ≤θt2に限られる．
この領域では，hek⊥

は一定の値をとるものとみなされるの
で，その値をバウンス平均の値hek⊥

＝〈hek⊥
〉bによって近

似する（以下ではバウンス平均を表すため…を用いてい
る）．この近似と境界条件（61）と考慮しつつ，ジャイロ運
動論的方程式のバウンス平均を実行することにより，次
式が得られる．

（ω－ωDe＋iνeff，e）hek⊥
＝－（ω－ω＊e）fMe  ϕk⊥

� （63）

上式（63）では，k⊥ρe≪1を仮定し，電子の有限ジャイロ半
径効果は無視し，J0（k⊥ρe）≃1を用いた．また，非捕捉電
子に対する衝突項は，－νeff，ehek⊥

によって近似されてい
る．
これまで，述べてきたところにより，|ω|≪ωbe～�

  ϵvte/Rq≪νeff，eの条件の下で，電子の分布関数の比断熱
応答部分は，以下の近似式により与えられる．

� 0� （untrapped）
hek⊥
＝

� －fMe   � （trapped）

� （64）

一方，|ω|≫vti/Rq，νi（νi：イオンの衝突周波数）を仮定
することにより，イオンのジャイロ運動論的方程式から
次式を得る．

hik⊥
＝（1－  ）fMiJ0（k⊥ρi）� （65）

式（64）と（65）を使って，準中性条件の式（62）における電
子とイオンの密度揺動を静電ポテンシャルによって表す
ことにより，次式を得る．

ˆ T

ˆ

T e
Te

�
｜
�
｜
�

eϕk⊥

Te

ω－ω＊e
ω－ωDe＋iνeff，e

T

ω＊i
ω

T eϕk⊥

Ti

断熱成分を表すhak⊥
に対して，以下の線形ジャイロ運動

論的方程式［6，7］を用いる．

［－i（ω－ωE－ωDa）＋v‖b・∇］hak⊥

 ＝－i（ω－ωE－ω＊a）fMaJ0（k⊥ρa）   ＋ Cab�（56）

上式において，複素周波数ωが用いられ，時間微分が
∂/∂tが－ iωに置き換えられており，hak⊥

は，運動エネル
ギーw≡mav2/2と磁気モーメントμ≡mav⊥/2Bの関数と
みなされ，b・∇は，wとμを固定して，磁力線方向の空
間微分をとることを意味している．右辺に現れるω＊aは，�
ω＊a≡ω＊a［1＋ηa（mav2/2Ta－3/2）］，ω＊a≡k⊥・（cTab/eaB）
×∇ln naおよびηa≡d ln Ta/d ln naによって定義される．
J0は 0 次の第 1 種ベッセル関数を表す．右辺の最後の
∑bCab はジャイロ運動論的衝突項［11］を表す．また，
E×Bドリフトおよび曲率－∇Bドリフトに関わる周波数
は，それぞれ，

ωE≡k⊥・vE＝－kαc� （57）

および

ωDa≡k⊥・   ×（μ∇B＋mav‖
2b・∇b） �� （58）

で与えられる．式（57）では，式（31）と（54）が用いられて
いる．式（ 1）と（54）を使うと，

ωE＋ωDa＝k⊥・vda＝kαvda・∇α＋kqvda・∇q� （59）

であり，捕捉粒子に対する上式のバウンス平均は，

〈ωE＋ωDa〉b＝〈k⊥・vda〉b＝kα〈  〉b
＋kq〈  〉b

� （60）

と書き表される．上式（60）において，〈dα/dt〉bおよび
〈dq/dt〉b＝（dq/dχ）〈dχ/dt〉bは，それぞれ，式（23）および
（24）［もしくは式（29）および（30）］より求められる．
分布関数の非断熱応答成分hak⊥

に対する境界条件は，
λ＝μ/wが捕捉粒子の条件［式（35）］を満たす場合（trapped）
とそうでない場合（untrapped）の場合では異なり，

   hak⊥
（θ, w, μ, σ）＝0 （untrapped）

hak⊥
（θti, w, μ, σ＝＋1）＝hak⊥

（θti, w, μ, σ＝－1）
� （i＝1, 2） （trapped）（61）

によって与えられる .
ここでは，Debye長より長い波長を持つ不安定性を考え

るため，電子とイオンの密度揺動δna（a＝e, i）が準中性
条件δne＝δniを満たすとする．これにより，次式を得る．

δne－δni＝   （－ ） －n0   ＋d3v�hak⊥
J0（k⊥ρa）

＝0� （62）

ˆ

T eaϕk⊥
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ˆ
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T ˆ
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∂Φ
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eaB
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ˆ ˆ

dα
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dq
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lim
θ→±∞

∑
a＝e, i
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とおいた．さらに，式（70）では，bi≡（kθρti）2，kθ＝nq/r
（n：トロイダルモード数）を用いており，k⊥に含まれる
θ依存性を無視した．こうして導かれたTEMの分散関係
式（70）は，元々のジャイロ運動論的方程式（56）と準中性
条件（62）の厳密な数値解や，またθやκに対する依存性を
残した近似式（66）を解くことに比べて，極めて簡単化さ
れ，取り扱いやすくなっており，それでも，密度・温度
勾配の効果以外に，イオンの有限ジャイロ半径や歳差ド
リフト運動をする捕捉電子と静電波の共鳴等の運動論的
効果を含んでいるため，より厳密な数値シミュレーショ
ン結果と比較したり，プラズマ平衡パラメータに対する
依存性の傾向を把握するために用いられている．

4．4　無衝突TEM
捕捉電子の有効衝突周波数が，歳差ドリフト周波数に
比べて小さく，

νeff，e＝νe/ϵ＜ωDe� （73）

が成り立つ場合，式（70）において衝突の影響が無視され，
次式のような無衝突TEMに対する分散関係

1＋ �－（ �＋  ）Γ0－ηi  bi（Γ1－Γ0）

＝     2ϵ v2dv�fMe� （74）

が得られる．  ϵ≪1として，先ず，式（74）の右辺を 0 と
おくことにより，周波数の実部ωr＝Re（ω）は近似的に次
式で与えられる．

  ＝� （75）

次に，捕捉粒子不安定性の成長率γ＝ Im（ω）は  ϵに比例
して小さい値をとるものとして，式（74）の右辺において
Plemeljの公式，

  �      ＝P     －iπδ（ωr－ωDe0）�（76）

を用いた後に，式（74）の両辺の虚部が互いに等しいとお
くことによって，

［1＋（Te/Ti）（1－Γ0）］  

＝2   2πϵ�（  ）
3/2

exp（－  ）
 ×    1＋ηe（  － ） －1�� （77）

が導かれる．上式（77）より，TEMが不安定（γ＞0）とな
る条件として，

   1＋ηe（  － ） ＞1� （78）

が得られる．以上では，γ≪ωrのような条件を仮定して，

Te
Ti

Te
Ti

ω＊e
ω

ω＊e
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��∞

0

ω－ω＊e
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Γ0－ηibi（Γ0－Γ1）
1＋（Te/Ti）（1－Γ0）

lim
γ→＋0

1
ωr＋iγ－ωDe0
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ω＊e
ωr

⎧
⎨
⎩

ωr
ωGe

3
2

⎫
⎬
⎭

ω＊e
ωr

⎧
⎨
⎩

ωr
ωGe

3
2

⎫
⎬
⎭

 1＋ �－（ �＋  ）Γ0－ηi  bi（Γ1－Γ0）�ϕk⊥

＝ � d3v fMe ϕk⊥
� （66）

ここで，Γ0≡I0（bi）exp（－bi）およびΓ1≡I1（bi）exp（－bi）を
用いている．ただし，bi≡（k⊥ρti）2，ρti＝c   miTi /eB0であ
る．上式（66）の右辺の捕捉電子領域における速度空間積
分は，

 d3v＝π   v2dv  
≃2π   2ϵ    v2dv  � （67）

により定義される．上式（67）の最後の表式では，前節の
式（41）で定義した捕捉パラメータκを用いており，ここ
からは，式（37）以下で説明した同心円形ポロイダル断面
をもつ大アスペクト比の軸対称トーラス磁場配位の場合
の結果を示す．この場合，式（54）を用い，ポロイダル波
数kθ＝nq/rおよび電子密度勾配長Ln＝－d ln ne/drを使っ
て，電子のドリフト周波数はω＊e≡－k⊥・（cTeb/eB）×
∇ln ne＝kθ cTe/（eBLn）と書かれ，また，捕捉電子の歳差
ドリフト周波数ωDe＝〈ωDe〉bは，

ωDe＝ω＊e   G（s, κ）� （68）

によって与えられる．上式（68）の導出には，式（51）と（60）を
用い ,また，軸対称配位では〈dq/dt〉b＝（dq/dr）〈dr/dt〉b＝0
となることを使った．歳差ドリフト周波数ωDeは，捕捉電
子が描くバナナ軌道の中心のトロイダル方向ドリフト運
動（歳差ドリフト運動）の速度とトロイダル方向波数の
積を表す．
式（52）で与えられたG（s, κ）のκ－依存性を無視して，
その平均値［12，13］

Gave（s）＝0.64s＋0.57� （69）

に置き換え，さらに〈ϕ〉b≃ϕの近似を用いると，式（66）よ
り，TEMの分散関係が

1＋ �－（ �＋  ）Γ0－ηi  bi（Γ1－Γ0）

＝     2ϵ v2dv�fMe� （70）

で与えられる［4］．式（70）において，ωDe0は式（68）の右辺
でG（s, κ）をGave（s）で置き換えたもの，即ち，

ωDe0≡ω＊e   Gave（s）＝ωGe �� （71）

によって定義されている．また ,

ωGe≡Gave（s）ω＊e � （72）
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γ≃ω＊e�    �  （1＋ηe）－ �
1/2

� （84）

が導かれる．

4．5　散逸性TEM
捕捉電子の歳差ドリフト周波数ωDeに比べて，有効衝突
周波数νeff，e＝νe/ϵが大きい場合を考えよう．ただし，バ
ウンス平均したジャイロ運動論方程式の解が，バウンス
平均する前の元のジャイロ運動論的方程式の近似解とし
て有効であるためには，有効衝突周波数は捕捉電子のバ
ウンス周波数ωbe～ϵ1/2vte/Rqよりも小さいことが必要で
ある．

ωDe＜νe/ϵ＜ωbe� （85）

この場合，式（70）より次式のような散逸性TEM［2，3］に
対する分散関係

1＋ �－（ �＋  ）Γ0－ηi  bi（Γ1－Γ0）

＝     2ϵ  v2dv�fMe� （86）

が得られる．上式（86）において，さらにkθρti≪1を仮定す
ると，

1－  ＝     2ϵ  v2dv�fMe� （87）

が導かれる．  ϵ�≪1として，捕捉電子の割合が小さいこ
とを考慮すると，上式（87）より，散逸性TEMの周波数は，
ω≃ω＊eであることがわかる．さらに，νeff，e≫ω≃ω＊eの場
合を考えると，式（87）から，散逸性TEMの周波数および
成長率が

ωr＝ω＊e� （88）

γ＝ω＊e     2ϵ  v2dv�fMe     ～ϵ3/2  ηe�（89）

のように表される．上式（89）の最右辺の導出では，νeff，e

の速度vに対する依存性（vが大きくなると，衝突による
ピッチ角散乱周波数はv－3に比例して小さくなる）が考慮
されている．

4．6　おわりに
本章では，磁場閉じ込めプラズマの静電的な微視的不
安定性を記述する基本方程式系として，電子とイオンの
静電的ジャイロ運動論的方程式と準中性条件を示し，そ
こにバウンス平均等の近似手法を用いることにより，ト
ロイダル磁場中の微視的不安定性の典型例である無衝突
TEMおよび散逸性TEMの分散関係がどのようにして導
かれるかを解説した．ここでは，特に同心円形のポロイ
ダル断面をもつ大アスペクト比の軸対称トーラス磁場配
位の場合を扱い，捕捉粒子の歳差ドリフト速度を導出し，
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式（76）を用いたが，式（75）と（77）に典型的な密度勾配，
温度勾配や逆アスペクト比ϵを用いて，ωrとγの値を見積
もると，γ≪ωrが満たされず，式（75）と（77）の妥当性が疑
われることが多い［4］.
上記のような仮定をしない場合，式（74）は，プラズマ
分散関数（Ref.［2］p.312参照）

Z（ζ）＝   dt�� （79）

を用いて，次式のように書き直すことができる．

1＋ �－（ �＋  ）Γ0－ηi  bi（Γ1－Γ0）

＝－   �  ω－ω＊e（1－ ηe） （1＋ξZ（ξ））

 －ω＊eηe �  （1＋ξZ（ξ））＋  �� （80）

ここで，ξ＝（ω/ωGe）1/2であり，複素数の平方根であるξの
偏角arg（ξ）は，次式に与られる条件を満たすものとする．

－ �＜arg（ξ）＜   for ωGe＞0

  �＜arg（ξ）＜   for ωGe＜0� （81）

複素周波数ωの平方根ω1/2を定義する場合，複素ω－平面
にbranch cutを設ける必要があるが，ここでは，複素
ω－平面の虚軸の下半分（0から－ i∞に向かう半直線）に
branch cutをとることにすると，上式（81）の条件が得ら
れる．因みに，捕捉粒子不安定性や ITGモードのように，
速度の 2乗項を含む∇B－曲率ドリフトと波動との共鳴が
関わる問題をラプラス変換を使って解く場合，上述のよ
うな複素ω－平面上にbranch cutを設ける必要性が生じる
ことに注意しておこう［14，15］．

|ω|≫|ωGe|の場合，即ち，|ξ|≫1の場合は，漸近展開

式1＋ξZ（ξ）＝－ ξ－2－ ξ－4－  ξ－6－…を用い，また，

kθρti≪1を仮定すると，式（80）は，

1－  

＝   2ϵ   1－  （1－ ηe） （1＋ �  ）
    － ηe  （1＋   ）�
＝   2ϵ  1－  （1－ �  ）－     （1＋ηe）��（82）

のように簡単化され，これにより，無衝突TEM不安定性
の実周波数と成長率に対して，式（75）と（77）とは別の簡
単な表式として，

ωr≃ ω＊e� （83）
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また，周波数や波数に対する幾つかの仮定を用いること
により，式（83）－（84）や式（88）－（89）で示されるように，
密度・温度勾配や衝突周波数に対する無衝突TEMの散逸
性TEMの実周波数や成長率の依存性をわかりやすく示す
単純な表式を導いた．しかし，一般的なトーラス磁場配
位の場合，数値計算によりジャイロ運動論に基づく基本
方程式系を直接解くことによって，定量的に正確なTEM
の実周波数や成長率が求められている［16］．実際，その
ような数値計算によると，トロイダル磁場配位，密度・
温度分布や波数に対する同一の条件下において，無衝突
TEM不安定性が，トロイダル ITGモード不安定性とは別
個に共存したり，あるいは，ITG・TEM両者のハイブリッ
ド型のモードとして存在することが知られており［16］，
これらは，トカマクやヘリカルプラズマのイオンジャイ
ロ半径スケールにおける乱流の主要因として多くの理論・
シミュレーション研究がなされている［17-23］.
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