
１．はじめに
プラズマの巨視的な構造を表す電磁流体力学（MHD）平

衡は，様々な研究に用いられる．磁場閉じ込めプラズマ研

究においては，不安定性，乱流輸送，新古典輸送計算の入

力条件となり，その正確な評価が求められている．そして，

近年，トロイダル・プラズマ中の流れが中性粒子ビーム入

射よる外部からの駆動や非線形現象による自発的な生成に

よりトロイダル及びポロイダル方向に存在し，流れのシ

アーにより乱流や輸送が抑制され，プラズマ閉じ込めが改

善する現象が注目されている．閉じ込めが改善すること

で，圧力などの平衡量の勾配が急峻になり，二流体効果な

どの微視的な効果を含んだ構造が形成される．そのような

流れをもつ平衡の計算には下記に示すような困難さがあり

今後の進展が期待されている分野である．プラズマの平衡

流は，太陽風や降着円盤などの宇宙・天体プラズマにも共

通する普遍的な話題でもある．本解説では，流れをもつ

MHD平衡に関する理論研究の最近の成果を紹介する．

MHD平衡を表す偏微分方程式としては，軸対称静止平

衡に対するGrad-Shafranov（GS）方程式がよく知られてい

る．このGS方程式に流れの効果が加わったものが，一般化

されたGS方程式である［１，２］．これは，イオンと電子の流

れを別々に扱う二流体平衡に拡張されている［３，４］．２，３節

では，それぞれの方程式系の数学的な性質について，非等

方圧力をもつ平衡に対する最近の成果［５］を紹介する．そ

して，４節では，漸近展開を用いた簡約化モデルについて

の解説を行う．流速やベータ値のオーダリングを仮定して

一般化されたGS方程式を漸近展開することで簡約化され

た方程式が得られる．この手法を用いることで，二流体及

び有限ラーマー半径効果による反磁性ドリフト流や圧力非

等方性を導入する拡張が可能となる［６‐８］．二流体及び有

限ラーマー半径効果などの微小スケールの効果を導入した

MHDモデルは拡張MHDと呼ばれ，効率的にプラズマのマ

ルチスケールな現象を扱えるモデルとして注目されている

［９，１０］．５節では，まとめと安定性解析などへの適用及び

流れをもつ３次元平衡と運動論効果へのさらなる拡張への

展望を述べる．

２．一般化されたGrad-Shafranov 方程式
MHDにおける流れのない平衡は，電流密度�，磁場�，圧

力 �，に対して，
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で表される．��は真空透磁率を表す．円筒座標系�������

における軸対称平衡では，（３）式から磁場を

��������������������� （４）

����� （５）

のように表すと，ポロイダル磁場の磁束関数�に対する

Grad-Shafranov（GS）方程式
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が得られる．この方程式は�の任意関数である�，�を与え

ることで解くことができる．このGS方程式はトカマクな

どの磁場閉じ込め核融合装置や，惑星磁気圏などのプラズ

マの巨視的な平衡状態を表すために広く用いられる．式

（１）の磁力線方向成分が

������ （７）

であることから，圧力は��一定の磁気面上で一定の値を

もつ．

平衡状態に流れがある場合には，力の釣合いに対流項に

よる慣性が加わり，

�������������	�� （８）

で表される．��はイオンの質量で，電子の質量は無視す

る．�は密度で，��はイオンの流速ベクトルを表す．得ら

れる軸対称平衡方程式は，磁力線方向の運動エネルギーと

圧力によるエネルギー保存を表すBernoulli の法則が加

わった，一般化されたGS方程式となる．この平衡状態では

圧力は磁気面で一定とはならず，その分布は連立方程式を

解くことで自己無撞着に得られる．この平衡方程式は，実

験室系における流れをもつ定常状態のほか，太陽風，活動

銀河核から噴き出るジェット，降着円盤のモデル化にも用

いられる［１１］．

ここでは，流れをもつMHD平衡を表す一般化された

Grad-Shafranov 方程式に圧力の非等方性を含んだモデル

［６］について解説する．定常状態のMHD方程式系は，
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および（２）式となる．�は単位テンソルである．圧力は電子

によるものとする．電子の圧力方程式は，熱流束方程式か

ら電子質量を無視することで，以下のように与えられる［１２］．
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ここで，��
�
である．（１４），（１５）式は，等方的圧力に対

しては磁気面上で温度が一定であることを表している．

（９）式からイオンの流速ベクトルを，磁場と同様にイオン

のポロイダル流の流れ関数��とトロイダル流速
��を用い

て以下のように表す．

�������������
���� （１６）

このとき，平衡方程式は（１０），（１１）式の径方向，トロイダ

ル方向，磁力線方向の各成分と（１４），（１５）式から以下のよ

うに与えられる．
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��はそれぞれポロイダル磁場と

ポロイダル流速を表す．������
���はポロイダルアル

ヴェンマッハ数を表し，������
������ はポロイダル磁

場に対するアルヴェン速度（ポロイダルアルヴェン速度）

である．��は定数である．（２３），（２４）式は，一般化された

GS方程式とBernoulliの法則の連立方程式系［２］に非等方な

電子の圧力を含む拡張をしたものである．６つの磁束関数

に対する任意関数��，�	，�，��，��，
を与えること

で解くことができる．

２階偏微分方程式の性質は，
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とするとき，��	
��が正，負，ゼロのとき，それぞれ双曲

型，楕円型，放物型と呼ばれ，解の性質が異なる．GS方程

式（６）は，楕円型の２階偏微分方程式であり，Poisson方程

式と同様に境界条件を与えることで解が得られる．一般化

されたGS方程式のように係数�，�，�が磁束関数の空間

に対する２階微分を含まない準線形の偏微分方程式もこの

分類に従う．但し，その係数は自己無撞着に決まる量であ

る．軸対称平衡に対しては，非一様性をもつポロイダル方

向の流速によって，楕円型と双曲型の領域が現れる．これ

は，中性流体における亜音速流から超音速流への状態遷移

と類似しているが，MHDにおいては，シアアルヴェン波，
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遅い磁気音波，速い磁気音波の三つの波が存在するため，

複雑な振る舞いを示す．トロイダル流のみの場合には常に

楕円型となり，GS方程式にトロイダル回転による遠心力

の効果を含んだモデルとなる［１３，１４］．ポロイダル流速に

対する楕円性条件は以下で表される．
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の�
��

�の解であり，それぞれ遅い磁気音波と速い磁気音波

の位相速度に対応している．またここでは磁場閉じ込め核

融合プラズマを対象としているため，�������としてい

る．非等方圧力の場合には，流速に加え，ファイアーホー

ス不安定性の安定条件
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と，ミラー不安定性の安定条件
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も楕円性条件となり，これを満たしている場合を考えてい

る．ここでは，電子の圧力方程式（１４），（１５）を用いること

で，運動論によるミラー不安定性の安定条件と等しくなっ

ている．低速域の双曲型領域

����
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はポロイダル音速
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の程度のポロイダル流速に対応する．ポロイダル音速近傍

の双曲型領域を横切る遷音速流が存在するとき，密度はポ

ロイダル方向にショック構造をもつ［１５，１６］．また，この双

曲型領域を，小半径方向の不連続面に対して遷音速流をも

つ平衡モデルも提案されている［１７‐１９］．また，ポロイダル

流速がシアアルヴェン波の位相速度に対応するポロイダル

アルヴェン速度と等しいとき（�
��

���）が特異点となって

おり，アルヴェン特異点と呼ばれる．ポロイダル流速が速

い磁気音波の位相速度よりも大きい領域（�
��

�
�
�

�）では

常に双曲型となる．

３．二流体MHD平衡
二流体MHDは，磁場のイオン流体への磁場の凍り付き

が破れた状態を表し，イオンのスキン長
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�� （３５）

の微小スケールの現象を扱うことができる［２０］．イオンと

電子を別々に扱う流体モデルであるため，平衡方程式は，

電子の流れに凍りついた磁場の磁束関数とイオンの流れ関

数のそれぞれに対するGS方程式の連立方程式となる．そ

れにイオンの流れに対するBernoulliの法則が加わる．二流

体MHDでは，オームの法則（１１）の代わりに一般化された

オームの法則
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を用いる．ここでも電子の質量は無視しているため，磁場

は電子の運動に凍りついている．このとき，平衡方程式は

以下のように与えられる．
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これは二流体MHDのGS方程式［３］に非等方な電子の圧力

を含む拡張をしたものである．�，��，�，��，
，
��

の６つの磁束関数またはイオンの流れ関数に対する任意関

数を与えることで解くことができる．高次の偏微分方程式

に対しても，不連続な波面が伝搬する波動解の存在しない

条件としてイオンのポロイダル流速に対する楕円性条件を

求めることができる［２１，２２］．その楕円性条件は以下で与

えられる．
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二流体平衡は，ポロイダル流速がポロイダル音速ではなく

音速よりも小さいときに楕円型となる．この場合も圧力非

等方性による不安定性の安定条件を満たすものとしてい

る．一流体MHDから二流体MHDへ拡張することで楕円性

条件は単純になる．これは，偏微分方程式の楕円性条件を

与える判別式が，一様プラズマの分散関係式の短波長極限

Journal of Plasma and Fusion Research Vol.92, No.11 November 2016

８３４



と類似しており，一流体MHDでは，シアアルヴェン波，速

い磁気音波，遅い磁気音波の位相速度が有限の値をもつの

に対し，二流体MHDでは，音波の位相速度だけが有限の

値をもつことに起因している．この性質を利用して，アル

ヴェン特異点が二流体効果による特異摂動によって解消さ

れた解［４］が得られている．

４．漸近展開と拡張MHD平衡
４．１ 簡約化MHDを用いた流れをもつ平衡の定式化

上で見てきたように，一般化されたGS方程式は，自己無

撞着に決まるポロイダル流の流速によって楕円型と双曲型

の領域が混在し，解くには困難が伴う．ここでは簡約化

MHD［２３‐２６］のオーダリングを用いて漸近展開すること

で簡約化された平衡方程式について解説する．流速のオー

ダリングにより，楕円型領域での正則な解だけを扱うこと

ができる．この手法により，二流体及び有限ラーマー半径

効果による反磁性ドリフト流や圧力非等方性を導入する拡

張ができ，しかも比較的簡単に解くことができる方程式が

得られる．GS方程式に対する流れの効果が現れるオー

ダーまで計算することで，流れによる磁場の変形も表すこ

とができる．

簡約化MHDは，オーダリングによって注目する時空間

スケール現象を抽出した方程式系であり，通常はトーラス

の小半径の空間スケールの揺動に対し，速い磁気音波の時

間スケールの揺動が取り除かれる．高ベータ簡約化MHD

の手法を用いることで，簡約化されたGS方程式に対し，ポ

ロイダルアルヴェン速度程度，ポロイダル音速程度の二種

類の流れを導入することができる．拡張MHDモデルにお

ける力の釣り合いは，
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で表される．右辺第三項がイオンジャイロ粘性項と呼ば

れ，有限ラーマー半径効果によって現れる項である［２７‐

２９］．また，一般化されたオームの法則を，
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のように書き，������	�（0，0），（1，0），（0，1），（1，1）の場合

をそれぞれ流れをもつMHD，二流体MHD，有限ラーマー

半径効果を含むMHD，有限ラーマー半径効果を含む二流

体MHDを表す．ジャイロ粘性項は無衝突磁化プラズマに

対する式［２７，２８］を用いる．ここでは圧力は簡単のため等

方的とする．

高ベータプラズマに対する簡約化MHDのオーダリング

は，トーラスの小半径と大半径を表す定数�，��に対する

大アスペクト比近似������
�を用いて以下のように表

される．
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逆アスペクト比�で拡張MHD方程式系を漸近展開し，簡約

化された平衡方程式を導出する．各々の物理量は以下のよ

うに展開される．
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流速はトロイダル方向とポロイダル方向で同程度とし，そ

のオーダーによって平衡方程式が異なる．また，ポロイダ

ル流の二流体及び有限ラーマー半径効果による反磁性ドリ

フトの成分も同程度とする．流速がポロイダルアルヴェン

速度程度の場合（４．２節）のオーダリングは，
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�������	 （４８）

となる．流速がポロイダル音速程度の場合（４．３節）のオー

ダリングは，

�
�



����	， ��
�



���������	， （４９）
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��������
�
�


���
����	 （５０）

となる．ここでは�����とする．どちらの場合も，最低次

の力の釣り合いは以下のようになる．

��������
��
����

	�������
 （５１）

また，低次の物理量	�，�
�，���，	�，

�，��は一次の磁

束関数の任意関数となる．この手法は，（４８），（４９）式で表

されるように，流速はそれぞれの場合でアルヴェン特異点

とポロイダル音速付近の双曲型領域と同程度のオーダーで

はあるが十分離れた領域を考えているため，楕円型領域の

正則なMHD平衡解とその拡張を扱うためのものである．

遷音速流のショック構造や特異点近傍の微小スケールの効

果による特異摂動を扱うには別のオーダリングが必要とな

る．また，トロイダル流速もポロイダル流速と同じオー

ダーであるため，曲率半径の違いによりトロイダル流によ

る遠心力は寄与しない．

漸近展開を用いた流れをもつ平衡方程式の導出について

は，変分原理によってGS方程式が得られるラグランジュ

アンを漸近展開してから変分原理によって平衡方程式を得

る手法も近年開発されている［２９，３０］．

４．２ ポロイダルアルヴェン速度程度の流れ

流速がポロイダルアルヴェン速度程度のとき，平衡方程

式は，磁束関数の一次の量��に対し，以下のように与えら

れる［６］．
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はポロイダル流の効果を表し，

��
���
�� �������

����
�

��
（５４）

は���ドリフトによるポロイダル流，

���
���
�� �������

�����
�

	����
（５５）

は反磁性ドリフトによるポロイダル流を表す．この場合は，

ポロイダル流の効果（５３）は磁束関数の一次の式に現れる．

ポロイダル流速は，���ドリフトと二流体効果による反

磁性ドリフトで構成される．この反磁性ドリフトが有限

ラーマー半径効果によって相殺される，ジャイロ粘性相殺

と呼ばれる拡張MHDに特徴的な効果［３１］がこの平衡方程

式にも含まれている．また，��
��が特異点となってお

り，これはMHDのときにはアルヴェン特異点である．二

流体及び有限ラーマー半径効果を導入することで特異点は

ずれるが，ここでのオーダリングでは依然として存在する．

簡約化されたGS方程式は，��の任意関数と，境界条件

を与えることで解くことができる．以下は有限要素法によ

る数値解を示す．円形断面の固定境界と�方向の赤道面

（���）に対する上下対称性を仮定している．図１はMHD

の場合のポロイダル断面の��の等高面（磁気面）を表して

いる．図１（a）は流れのない場合の解で，高ベータ平衡の特

徴として，��の頂点（磁気軸）が原点からトーラスの外側

にずれるShafranovシフトが現れている．図１（b）は全領域

でポロイダル流速がポロイダルアルヴェン速度よりも小さ

い場合，図１（c）は全領域でポロイダル流速がポロイダル

アルヴェン速度よりも大きい場合の解で，それぞれの場合

で流れによって Shafranov シフトが外側と内側にずれる

［３２］．この場合の流れによる磁気面のずれのスケールは，

小半径と同程度の大きなずれを示す．図２は図１（b）の場

合に二流体及び有限ラーマー半径効果を加えた場合の赤道

面での��の径方向分布で���ドリフトの符号に対して非

対称になるという流れをもつ二流体平衡の特徴を表してい

る．���ドリフトの符号がイオン反磁性ドリフトと同じ

であるとき，合計の流速は大きくなり，Shafranov シフト

が増大し，逆符号のときには合計の流速が小さくなり，

Shafranov シフトは減少する．

４．３ ポロイダル音速程度の流れ

流速がポロイダル音速程度のとき，平衡方程式は以下の

ように与えられる［７］．
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��
磁束関数の１次に対するGS方程式（５６）は流れのないMHD

平衡と等しく，２次に対するGS方程式（５７）に流れの効果

が現れる．（５７）式は右辺に（５６）式の解を代入することで線

形の偏微分方程式となるため，二流体及び有限ラーマー半

図２ 二流体及び有限ラーマー半径効果を加えた場合の（５２）式の
数値解による赤道面での磁束関数の径方向分布．E×B ドリ
フトがイオン反磁性ドリフトに対して同符号の場合と異符
号の場合を示している．

図１ MHDの場合の（５２）式の数値解によるポロイダル断面の磁気面分布．（a）は流れのない場合，（b）は全領域でポロイダル流速がポロイ
ダルアルヴェン速度より小さい場合，（c）は全領域でポロイダル流速がポロイダルアルヴェン速度より大きい場合を表す．
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径効果が入っていても比較的簡単に解くことができる．圧

力の２次の量は，

�������
�������������

��
��
� �������（�����）， （５８）

で与えられ，（５６），（５７）式の解を代入することで圧力分布

を得ることができる．（５８）式の右辺第２項の�がポロイダ

ル角に依存することから流れによる磁気面からのずれを表

し，流れがない場合にはゼロになる．またこの項はMHD

のとき，ポロイダル流速がポロイダル音速と等しいときに

特異点をもつ．これは２節で示された双曲型領域が，オー

ダリングによって特異点に縮退していると考えることがで

きる．この場合にも二流体及び有限ラーマー半径効果を導

入することで特異点はずれるが存在する．イオンの流れ関

数の２次の量は，

�������������
����
��
����������

���

（５９）

�
�	��
	��

����������
��
��
�������� �

で与えられる．右辺第４項から，二流体効果によって磁気

面からずれることがわかる．

この簡約化方程式は，圧力非等方性，磁力線方向の熱流

束を加えた拡張もなされている［８］．また，一流体モデルの

場合には解析解が得られ［３３，３４］，二流体及び有限ラー

マー半径効果を含む場合の数値解析もなされている［７，３５］．

以下では有限要素法による数値解を示す．（５６），（５７）

式に対して円形断面の固定境界と
方向の上下対称性を仮

定している．図３は二流体及び有限ラーマー半径効果を加

えた場合の数値解の例で，（a）磁気面，（b）圧力の等値面，

（c）イオンの流れ関数の等値面が互いに一致しないという

流れをもつ二流体平衡の特徴を表している．但し，この場

合のずれは小半径の�倍程度の小さい量である．

５．まとめと今後の展望
流れをもつMHD平衡の理論に関して，流れによるGS

方程式から一般化されたGS方程式への変化，二流体平衡

に対する磁束関数とイオンの流れ関数に対する連立GS方

程式の一般化されたGS方程式との違いとそれぞれに対す

る圧力の非等方性の影響，そして流れと二流体及び有限

ラーマー半径効果を含みながら比較的簡単に解くことがで

きる簡約化平衡モデルの解説を行った．最後にそれらの理

論に対する今後の展望について述べる．

実験との関係については，トカマクのHモードにおいて

流れと反磁性効果が径電場に対して同程度の寄与が見られ

ており［３６］，こうした状態への適用に向けてパラメータ領

域の検討が必要となる．GS方程式は磁束関数に対する任

意関数を含み，流れや二流体効果など，モデルが複雑にな

るほど与える任意関数の数が増える．任意関数は，実験で

の測定値や，新古典理論などの別の理論などから決定され

る．実験結果から求める場合にはより多くの物理量のデー

タが必要となる．別の理論から決定する場合には，多くの

場合，磁場構造に依存するので，GS方程式と連立させて自

己無撞着な解を得ることが必要となる．

実験室プラズマにおける流れは，中性粒子ビームによる

燃料入射の際にも駆動される．そのような場合に高エネル

ギー粒子を含んだ流れをもつ平衡を考える必要がある．高

エネルギー粒子は上で述べた圧力の非等方性だけではな

く，運動論的な取り扱いが必要であり，バルク成分の

MHD平衡と粒子シミュレーションから得られた高エネル

ギー粒子による電流成分を含んだ平衡解［３７］のバルク成分

に流れを含む一般化が必要と思われる．

運動論的な効果は，上で述べた流れをもつ平衡の楕円性

条件にも影響を及ぼすことが指摘されている［３８，３９］．磁

力線方向に運動論的なクロージャを導入したMHDモデル

では，音波のランダウ減衰により双曲型領域が現れないこ

とが示されている［３９］．また，３次元平衡の場合には線形

揺動に対する解析により，磁場に平行でない流れの成分が

あると常に双曲型であるという結果が得られており，磁力

線に平行でない流れをもつ三次元平衡に対しても運動論的

なクロージャを導入することで解が得られると予想されて

いる［３８］．流れをもつ３次元平衡については，トロイダル

方向の非一様性を平均化したステラレータ平衡は軸対称平

衡同様に得られている［４０，４１］が，軸対称平衡を含め，より

図３ 二流体及び有限ラーマー半径効果を加えた場合の（５６）‐（５９）式の数値解によるポロイダル断面の（a）磁気面分布，（b）圧力の等値面，
（c）イオン流れ関数の等値面．
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複雑なモデルにより一般的な解が得られれば有用である．

簡約化された流れをもつ平衡モデルに関しては，現時点

ではMHDで正則な解が得られる領域での一般化に留まっ

ている．特異点近傍での解の振舞いを含んだ簡約化モデル

の導出には境界層理論のような取り扱いが必要となる．

平衡解が得られれば，安定性の議論が可能となる．プラ

ズマの流れは安定化に働く場合［４２］もあれば，不安定化に

働く場合［４３］もある．また，流れをもつプラズマの安定性

解析には非エルミート性などの複雑な数学的議論が必要で

あり［４４］，そうした安定性の議論にも寄与することが期待

される．
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