
１．はじめに
トモグラフィとは断層撮像のことである．J. Radon（１８８７

－１９５６）の有名な論文［１］から始まり，コンピュータ時代に

なってG. Hounsfield（１９１９－２００４）&A. Cormack（１９２４－

１９９８）によって実現した計算によるトモグラフィをCT

（Computed Tomography または Computerized Tomogra-

phy）という．これをプラズマの物理量について空間的な様

子と時間変化を可視化し，プラズマ研究に生かそうという

試みが１９８０年頃から先端的な計測研究として意欲的に進め

られた．EUの大型トカマク JETで行われた中性子ならび

に軟X線放射型のCT［２，３］を筆頭にして，計測の原理，検

出器の開発，データ解析法の工夫，そして撮像されたプラ

ズマの挙動に関する物理研究と，豊富なCT研究が行われ

た．それらすべてが貴重な財産となっている．

この解説はそのなかのデータ解析法に焦点を当てる．定

式化から出発して，計算法のなかに流れる本質的なものを

紹介することによって，すべての計算法を見通す体系的な

「わかる」解説を意図している．また，核融合研究が新しい

段階に入ったいま，高温プラズマ計測の新しい成果を実例

として取り上げる．CTのデータ解析をテーマとした本誌

の解説が２つあるが［４］，その後の研究成果を入れて今日

的にまとめたい．また，CT撮像と対比される電子サイクロ

トロン放射（ECE）のイメージングについては，最近の解

説［５］を参照されたい．

２．プラズマCT撮像の特徴
核融合プラントにおいて，核融合反応によって発生する

中性子の放射強度分布の計測は非常に重要である．Fig. 1
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Fig. 1 Arrangement of ITER neutron diagnostic systems inte-
grated from several toroidal plans: 12-channel and two
4-channel radial neutron cameras (RNC), and vertical
neutron cameras (VNC) at four different positions in one
poloidal plane are under consideration. NFM is the acro-
nym of the neutron flux monitor (from Ref. [6]).
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は，国際熱核融合実験炉 ITERに取り付けるべく設計が進

められているそのための撮像系である．トカマクの１ポロ

イダル平面に，水平方向に３個のピンホールカメラ（計２０

チャンネル），垂直方向には底部にカメラ１個（１０チャンネ

ル）を置き，さらに頭部３カ所に下向きのカメラを設置す

る可能性が検討されている．JETと比べて何倍か強い中性

子放射と長時間運転に対して，放射の遮蔽にかかわる様々

な制約に打ち勝って十分なコリメーションを実現すべく，

開発研究が国際共同でなされている［６］．

プラズマのCT撮像系をもう一つ見てみよう．Fig. 2は核

融合科学研究所の大型ヘリカル装置 LHDに取り付けられ

たボロメータカメラの視線配置である［７］．２個の観測窓

を巧みに利用して，ヘリカルプラズマを斜めに切る特別な

１断面に２個のファンビームカメラが固定されている．プ

ラズマは平衡状態であれば，おむすび形の磁気面の内側に

ほぼ閉じ込められる．一つのカメラ視野はさらに２０本の細

い扇形の帯に分かれている．そして，伝送路の出口に置か

れた２０チャンネルの高速フォトダイオード・ラインセンサ

の各素子が１本の帯内からの放射を受け，その強度が電気

信号に変えられる．そういう２個のカメラ視野が縦・横に

プラズマ領域をほぼ覆って交錯している．このカメラ系を

使って，全部で４０個の信号値から各時刻における放射強度

の２次元空間分布を画像として求めることになる．

このように，プラズマのCT撮像系は観測窓の制限が強

い．画面の周辺部では，視線が一方向にしか通らないとい

う意味の情報不足は常にある．検出器の SN比が低いこと

も多い．そのような観測事情において，投影データから物

理計測の目的に見合う分解能と信頼度を出し得るか．これ

が情報処理に課せられたテーマである．

３．像再構成の定式化
この問題はFig. 3 のように図式化できる．いま，放射強

度分布を画像と考えて，画像の領域を�個の画素（pixel）

に分割すれば，各画素における画像の値すなわち放射強度

��（��1, 2, … ,�）が未知数である．プラズマ像がない所は

最初から画像領域からはずした方がよい．しかし，プラズ

マ像のある所は画像領域に含まれていないといけない．

いま，第�検出器の出力 ��が未知数とどのような物理

関係にあるかを数式で表現したとき，次のような線形結合

であったとする．

�
���

�

�������� （���������） （１）

ここで���は第�画素の値 ��の出力��への貢献度を表わ

す定数とする．これは検出器の数� だけの式からなる�

元線形方程式である．与えられた問題は素朴である．行列

を使えば，

	��� （１’）

と書ける．	は���を要素とする係数行列，�，�はそれぞ

れ ��，��を成分とする�次元，� 次元の縦ベクトルであ

る．

CTの分野では，検出器出力 ��を投影（projection），行

列	を投影行列，方程式を解いて画像����を求めることを

像再構成（image reconstruction）という．また，以上のよ

うな放射型CTに対して，プラズマ（一般には object）の外

から電磁波などを入射して透過信号から像を出すのを透過

型CTという．

さて，一般に，未知関数 ����と観測量 ����の関係が既

知関数������を介して次のような積分変換に表現できる

とき，第１種Fredholm 型の逆問題という．

�


����������������� （２）


は ����の定義域である．ここで，�の離散値 ��にお

いて観測値 �����（�＝1, 2, … , ��が得られたとき，各

�に対して左辺の積分を和で近似すれば（１）式の形の線形

方程式になる．電波望遠鏡などホログラフィックな逆問題

やぼけた光学像の鮮明化（deconvolution）など，物理計測

においてこの種の逆問題は豊富である．������が直線の積

分路を示すデルタ関数のとき，（２）式の積分変換はRadon

変換と呼ばれ，CTの数理の原点となる［８，９］．

さて，CTにおいては，画素数は２次元的に増えるのに対

Fig. 2 Layout of a pair of 20-channel bolometer cameras in-
stalled at Port 4-O and Port 3.5-U viewing a semitangen-
tial cross section of LHD.

Fig. 3 Pixellation of plasma region and the field of view of a de-
tector for 2D computerized tomography.
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して検出器数は１次元的にしか増えないので，式の数�

が未知数の数�より圧倒的に少ないことが多い．（１）式は

ひどく横長（解不定）の線形方程式になる．また，一つの

検出器出力に寄与するのはその視野内にある画素だけであ

るから，視野が狭い限りは係数���の大部分が０，行列

�は疎行列である．各行の�個の要素のうち０でないのは

� 個ぐらいに過ぎない．

係数���の評価はもちろん物理的な考察による．放射型

CTであれば，円錐形の視野と放射の球面的な伝搬とが相

殺して，検出器出力が放射強度分布の線積分で近似できる

という基本関係の上に，複数の画素を含むほど視野に幅が

あればそのことも考慮する．また，複数のコーンビーム型

カメラで３次元CTを行う場合は，立体の画素boxelに対し

て評価するなど，かなり労力のかかる作業といえる．

４．逆問題におけるデータへのフィッティングと
誤差の増幅

さて，横に長い線形方程式（１）に取り組もう．無限にあ

る解のなかに真の画像があるはずである．画素数�を強い

て減らして検出器の数�と同じにすれば解は求まるが，そ

のようなことをしなくても，解不定の方程式に対して，解

が満たすべき制約条件を持ち込んで解を一意化するととも

に，真の解に近づく方法が築かれている．

このとき，大事なことは誤差への対応である．系統的な

誤差は努力して除いたとしても，雑音的な誤差は残る．

（２）式の左辺が ����に対して積分的であれば，逆変換は

	���に何らかの微分的な演算を施すであろうが，観測

データの微分は危険である．データにたとえ微小であって

も雑音があると，その微分値は正負に大きく振動する．

逆問題における誤差の大きな現れは，線形方程式（１）が

悪条件になることに対応する．一般に，線形方程式におい

て，係数行列を特異値分解して得られる特異値の最大値と

最小値の比κを条件数という．CTのような逆問題ではκ

が大きく，計算機イプシロンの逆数を越えるほどになる．

そして，おおざっぱな評価として，右辺の誤差��や係数行

列の誤差��がκ倍ぐらいに増幅されて�の変動��になる

［１０］．そのような性質の数理問題に取り組むのであるか

ら，�の物理評価，その前提になるカメラ取り付けの精度，

感度の較正は極めて重要である．「やってみる」実験家の賭

けがここにある．

もう少し考えてみよう．誤差のある�および�に対して

左右両辺の差が小さいほど良いかというと，必ずしもそう

ではない．�および�に忠実に過ぎると，それらの誤差が

�に大きく現れる．両辺の差を大きく保てば，�は不忠実に

なって誤差の影響を受けにくくなるが，解の本当の構造を

失う．いま，体系的な数理の財産を取り込むために，系統

的な誤差は排除できたとしよう．雑音的な誤差の増幅を防

ぐには，解法のなかに雑音除去のフィルタを入れる．フィ

ルタリングを弱めると，両辺が接近して解の構造が正しく

現れる方向になるが雑音は増幅され，逆に強めると，両辺

が離れて雑音に鈍感になるが本当の構造を失う危険が増

す．「雑音の消去と構造の再現」という互いに矛盾する傾向

の間に最適な妥協点をさがすWiener 式の統計学的処理の

出番である．境界値との一致（等号の成立）をめざす電磁

界設計のようないわば物理の逆問題に対して，計測の逆問

題（情報処理の逆問題）の重要な特徴がこの点にある．

CTの標準解法［８］であるフィルタ補正逆投影法において

は，平行ビーム投影のデータを微分するときに Shepp-

Logan 型といった低域フィルタを入れて，エッジを含む人

体画像に対してフィルタ特性を調整する．フーリエ断面定

理を利用するフーリエ変換法においては，平行ビーム投影

の１次元フーリエ変換を束ねて２次元逆フーリエ変換する

際に高い空間周波数成分の切り落としを入れる．どちらに

しても，受信信号にはいつも雑音がある通信理論の延長と

して，雑音的な��への対策である．

５．最小２乗法－Wiener 情報処理の出発点－
Wiener の情報処理は最小２乗法から出発する．（１）式

両辺の差の２乗平均�������� �
�
�� を最小化する �を

もって再構成像とする（ ���はベクトルのノルム）．この平均

２乗誤差（残差の２乗平均）を �の各成分 ��で微分して０

と置くと，次の正規方程式が得られる［１１］．

��
�����
� （３）

ここで�
は�の転置である．式の数は未知数の数�と同

じで，係数行列�
�は�次正方である．

右辺の�
�は，CTが実現する前から「逆投影」と呼ば

れていた「およその画像（ひとまずの画像）」に相当する．

�に左から施す演算�
は，視線上の画素に重み���に合

わせて投影値	�を再分配する作業（���が等しければ等分

配）をすべての視線に行うことを表わす．電波望遠鏡であ

れば，測定された複素相関データの欠損部を０と置いて逆

フーリエ変換して得られる汚れた天体画像（dirty map）が

�
�である．よって，逆行列��
����を�
�に左から施

せば（（３）式を解けば），「ぼけ」ないし「汚れ」が取れて

画像 �が求まる．しかし，式不足の�<�のときこの逆行

列が存在しない．�
�はランク落ちして，（３）式はやは

り解不定である．�≧�ならば解が一意であるが，方程式

（３）の係数行列�
�の特異値（固有値）は�の特異値の

２乗であるから，条件数κも２乗になって悪条件は強まる

［１１］．

このような線形方程式において，誤差の増幅を抑えつつ

解を決めることを正則化（regularization）という．一致を

要求する強い規制 regulation に対して，制約条件を満たす

範囲で自由を許す規制である．正則化法は，求める画像に

モデル関数を導入する方法と，画素値を素直に未知数にし

たまま制約条件を入れるmodel-free な方法に大別され

る．プラズマのCT撮像のために試された諸解法を見ると

きこの分類は有意義である．本解説では，正則化法の基本

的なものを見てみよう．

６．基本的な像再構成法１
６．１ 級数展開（モデル当てはめ）による正則化

逆問題のための画像モデルとして，数理的にまとまって
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美しいのは級数展開である．（２）式において画像 ����が

次のように基底関数�����の線形結合で表現できるものと

しよう．

�����������
���

�

������� （４）

完備な直交基底系を用いて項数�を無限大にすれば，任意

の����についてこの展開は可能である．もしも�����が番

号�の増加とともに空間的に低周波の画像から高周波の画

像になるのであれば，（４）式はプラズマ画像の一種のスペ

クトル分解であり，有限項数�での打ち切りは低域フィル

タである．空間的に広帯域の雑音を減らすことができよ

う．基底系の完備直交性は必須ではない．正値に持ち上

がった正弦・余弦関数列でもよいし，スプライン関数でも

よい．磁気面にかかわる扱いやすい基底系が見つかれば好

都合であろう．基底系�������がプラズマ画像に適してい

れば，係数��は�の増加とともに速く減衰し，雑音除去は

効果的になる．

上式の ���������を（２）式の ����に代入すると，関係式

�����������
���

�

�������，

�������
	

������������ （５）

がただちに得られる．CTに則していうと，上式の�����

は基底�����の投影であり，���������は新しい基底系

�������を用いて展開された投影����のモデルである．求

める画像の級数モデルが線形な積分変換を通して投影の級

数モデルを生む，という関係である．（４），（５）式を位置

座標�について離散化すれば，

�
�����

��
���

�

����，��������
���

�

����� （６）

となる．もし（５）式による�����の積分変換�����が解析

的に求まれば，それを標本化した画像ベクトルを（６）式の

���に用いればよい．このことから，級数展開法は「解析

学的方法」，画素値 �をそのまま未知数とするmodel-free

な方法は「代数学的方法」と呼ばれることがある．

さて，このように得られた級数モデル ������を投影デー

タ�に最小２乗フィットするよう係数����を決めれば，そ

れを ������に用いて画像 �の推定値 ��（再構成像）が求ま

る．もしも（４）式の基底系が適切で，画素数
はもちろん

データ数�よりも更に少ない項数�で未知画像����をよ

く表わし得るのであれば，�個の��を未知数とする正規方

程式は（３）式と比べてずっと規模が小さく，良条件になろ

う．正規方程式の解����はデータ �に関して線形であり，

計算量は小さい．

解の基底系がデータの基底系を生む，という関係は第１

種Fredholm型逆問題において一般に成り立つ．CTにおい

ては画像の直交展開が投影の直交展開を生むCormack

［１２］の級数が有名である．プラズマ撮像においては，画像

領域を円内とするFourier-Zernicke 展開を用いると，円の

境界付近で増大する Zernicke 多項式のために大きなアー

チファクト（偽の像）が出る．境界で０に減衰する現実の

プラズマに合わないモデルを用い，しかもその境界領域に

視線が乏しいためである．プラズマの外側に投影値０の仮

想的な多数の視線を設ける防止策もあるが，０値データも

含めた最小２乗フィッティングという単純な拡張はデータ

を given とするデータ解析にとって美しくない．プラズマ

CT撮像の標準的な級数モデルは，境界に零点を持つBes-

sel 関数列を用いる長山［１３］のFourier- Bessel 展開である．

Fig. 4 に示されたパターンを重ね合せてプラズマ画像がつ

くられる．

６．２ MHD不安定性における級数モデルの成功

Fourier-Bessel 展開を用いて，トカマクにおけるプラズ

マ閉じ込めが結局のところバルーニング不安定性に支配さ

れることを突き止め，鋸歯状波振動の物理に踏み込むとい

う画期的な成功が得られた．Fig. 5 は米国プリンストン大

学の大型トカマクTFTRにおいて中性粒子ビーム入射

（NBI）加熱を行ったときに起こるプラズマ崩壊の様子であ

る．長山の数年間にわたる一連の論文のうち，記念すべき

最初の論文［１４］に掲載された等高線の線画に色をつけ，軟

X線放射CT断層像と電子サイクロトロン放射（ECE）信

号の回転マッピング［５］による断層像とを図示した．ポロ

イダル面内でプラズマの高温部が風船状に形成されて壊れ

る様子がわかる．Shafranov シフトしたプラズマの剛体回

転を仮定して，１回転周期にわたるカメラ信号を用いて投

影データを補充し，２方向カメラでは出がちな画像歪みを

なくしたことが効いた［１５］．弱磁場側に局在させたテスト

分布を用いて，多チャンネル信号およびCT画像の数値シ

ミュレーションを行うことで，再構成画像の信頼度を高め

ている．

最近の成果は，京大理学部の小型トカマクWT‐３におい

て，トーラスに沿ってFig. 6 のように３カ所に５カメラ撮

像系を設置し，崩壊時のプラズマを同時撮像して，理論的

に可能性が指摘されたトロイダル方向の構造（局所的に起

こる磁気再結合）が初めて検証されたことである［１６］．こ

Fig. 4 Fourier-Bessel bases Jm (�m
k＋1 r) exp (im�) with overlap-

ping display of the magnetic surfaces of TEXTOR toka-
mak.
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の例ではポロイダル面内のカメラの数を増やし，プラズマ

の剛体回転を仮定していない．

６．３ 赤池情報量規準による級数モデルの最適化

ここで重要なことは，どのようなモデルを用いるのがよ

いかである．物理からして像を表現しやすいと思われる級

数モデルであれば，項数が少なくてすむ．このモデルの良

さ・悪さを判断する物差しが統計学から提供されている．

次式の赤池情報量規準AIC（Akailke InformationCriterion）

である．

������������������	��
���
� （７）

ここで，���は達成された平均２乗誤差（残差の２乗平均値）

��
��

	

�
�����
�
�
�

�
�
�

�

（８）

である．データ数�による平均の割り算を右端の定数項に

まわして，ln の中は残差の２乗和としてもよい．�は項数

（未知数である係数の数）である．この������が小さいモ

デルほど良いというのが最小AIC 規準である．

一つの級数モデルを採用したとき，�が大きいほど級数

モデル ���������はデータ �にフィットするので，��
�（した

がって（７）式の右辺第１項）は�の増加とともに単調減少

し，再構成像 ��は単純過ぎるものから徐々に形を得る

が，雑音を含むデータにフィットし過ぎると像に雑音が表

面化する．このフィットし過ぎが，右辺第２項����	�

の増加による������の再上昇になる．その結果，AIC

最小の�が最適な低域フィルタリング（最適な再構成

像）を与える．プラズマ像に適した型の級数を用いるほど，

小さな�で小さい���を与えて，������の最小値は減衰

し，再構成像はもっと良いに違いない．モデルは級数でな

くても，何か�個の未知パラメータを含む関数モデルを用

いて最小２乗法で未知パラメータの値を決めるとき，解を

非線形最適化計算で求める場合も含めて，異なるモデルで

得られる再構成像の比較を（７）式で行ってよい．

ところで，実験家の間に「������が最小値を取りにく

い」という声がある．（７）式は，各データ値には互いに独

立な平均値０の正規雑音が加わっていると仮定して得られ

ている．したがって，再構成像を得たとき，少なくとも，投

影データにおける残差が雑音的でないといけない．また，

得られる解（再構成像）が真の解（プラズマ像）に近いと

みなしたテイラー展開によって得られているから，悪条件

な逆問題に用いると働かなくなる可能性が隠れているよう

にも見える．例えば，非円形断面のプラズマに対して，

Fourier-Bessel 展開のような円を定義域とする級数モデル

を用いれば，プラズマ像を良く表現するための項数�は増

えて，正規方程式はそれだけ悪条件に向かう．その結果，

「������が最小値を取りにくい」「Fourier-Zernicke展開を

使えばなおさら」ということが筆者の経験にもある．AIC

を使うには，「相当に良いモデルで相当に良い画像をつく

れている範囲で」ということになろう．AIC のこの自己矛

盾的な言わば純真さをrobustにする研究が統計学分野で行

われてはいる．実用的には，非円形断面に対応できる座標

変換など級数展開の工夫がもっと追求されてよい．

視線欠損のある撮像系には，広い台を持つ基底を用いる

方がよい．スプライン関数におけるような局所的な台を持

つ基底を用いると，視線欠損した領域に局在する基底の係

数決定が悪条件の意味で不安定になる．

モデル当てはめ法の新しい話題に，竹田・馬による多層

パーセプトロンの collocation 法がある．シグモイド関数が

重なった複雑で柔らかい非線形関数モデルを独特に用い

て，人工衛星の電波による透過型の電離層CTに初めて信

頼できる画像を出すことに成功した．地平方向に視線がひ

どく欠落した撮像条件において，多数のニューロンの間の

結合係数と各ニューロンのバイアス（活性化のしきい値）が

未知パラメータになる［１７］．

７．基本的な像再構成法２
７．１ ペナルティ関数による正則化

級数展開法は平均２乗誤差��の最小化から出発して，投

影データへのフィッティング度を表すその最小値���を項

数によって最適化することに行き着いた．項数の調整はス

ペクトル解析における低域フィルタの調整であり，再構成

像の滑らかさにかかわる．

いま，姿勢を変えて，平均２乗誤差がある値��であって

欲しいという制約のもとに，最も滑らかな画像を採用する

Fig. 5 Time evolution of the soft X-ray CT image (upper) and
the ECE image (lower) in TFTR tokamak during a saw-
tooth crash (at times A, D, H, I from left to right in Fig. 2
in ref. [14] with the same contour mapping; 3.39 ms be-
fore the crash (A) , 0.27 ms (H) and 0.33 ms (I) after the
start of the crash (D) (presented by Y. Nagayama).

Fig. 6 Toroidal positions of three soft X-ray CT cameras and
an ECE radiometer in WT-3 tokamak, and the time evo-
lution of CT images at three ports; the arrows show the
shift directions of the kink mode in a straight plasma
model (from ref. [16]).
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ものとしよう．雑音を含むデータに同じだけフィットでき

る２つの画像があって，一方は滑らかで他方はギザギザっ

ぽいのであれば，滑らかな方に軍配を上げたい，数理・物

理を学んだ者の気持ちであろうか．オッカムの原理という

より精神というべきであろう．物理的な根拠などないが，

そうやってみようというデータ処理の試みである．AIC

も実際，この気持ちを表している．（７）式において，���

値が同じであれば，�が小さい方，すなわち滑らかな画像

が良いとされる．そのようなものと考えてみようというこ

とであるから，実際には失敗に終わることもある．鋭い折

れ曲がりを持つ解に対して最小AIC規準によるフィルタリ

ングを施すと，解がなまるというようなことが起こり得

る．後述の最大エントロピー法にしても本質的に「やって

みる」なのである．

さて，画像 �の粗さ（滑らかさの逆）を評価するペナル

ティ関数を����とすると，我らオッカムの制約付き最小

化はラグランジュ関数

������������
�

�
����� �

� （９）

の最小化になる．正則化理論の習慣にしたがって，未定乗

数�（＞０）を����の方につけた．重み�が大きいほど，

�����において第１項が重要になるから，����の小さい滑

らかな（強く正則化された）画像が �����最小の解 ��にな

る．そのため，�は正則化パラメータと呼ばれる．そして，

������となる�値に対する��がこの制約付き最小化問題の

解である．この像再構成法は，像を構成するパラメータが

画素数�だけあるので，級数展開法と比べてデータに柔軟

にフィットできよう．画像領域の形も矩形や円形と限らず

任意であり，非円形断面のプラズマによい．

関数����に何を使うかによって方法が分かれる．再構

成像もそれによって異なる．model-free とは未知パラメー

タが画素値そのものということであって，����がモデル

のようなものである．また，検出器の雑音の２乗平均値を

��とすればよいかというと，必ずしもそうでないと経験的

にいわれる．とすれば，最適な�値を決める規準が必要に

なる．

７．２ Tikhonov-Phillips 正則化法と最小GCV規準

画像 ����またはその導関数の２乗積分

�
�
����

�
��，�

�
�	�����

�
��，�

�
�	������

�
��, ..... （１０）

（またはこれらの線形結合）をペナルティ関数に用いるの

を，ソ連の数学者の名を取ってTikhonov正則化という．特

にラプラシアン	�����を用いるとき，これを数値計算に最

初に用いたUSA研究者の名を取って Phillips 正則化とい

う．このとき，Cormack 展開に匹敵する美しい関係が得ら

れる．

ペナルティ関数を�次正方の微分演算子	を用いて

�����	�� �
�と近似すると，�����を最小化する�は次式と

なる．

�����
����	
	�
��
�
� （１１）

（３）式と比較すると，�
�に左から掛けることによりぼ

け，汚れ取りを行うべきであった演算子（�
����の中に

��	
	が加わっている．特に ����の２乗積分を用いる場

合は	��（単位行列）なので	
	��であり，悪条件な

行列�
�の対角要素に正値��が加わるので，行列の良条

件化が効果的になされる．

ここで特異値分解�	���
��
を導入すると，もっと

わかる式になる［１８］．

����
���

�

�����
�
��
��
	����，���������������

���

（１２）

これは画像	����を基底とする級数展開である．��
������
は係数，�����は低域フィルタの関数である．����，����

は行列
，�の列ベクトルでそれぞれ正規直交系，��は特

異値で降順に並ぶ正値（��
��
�
����）であり，カメ

ラ配置と演算子Cで決まる行列�	��をライブラリーを

使って特異値分解してみると，これら画像を構成するツー

ルが生成される．����	��	��であり，CT撮像では

��� と思ってよい．

一例として，Jülichのトカマク装置TEXTORの軟X線接

線方向撮像について，生成された基底	����と合成された

画像をFig. 7 と Fig. 8 に示す［１９］．経験的に，基底	����
は番号�とともに空間的に緩やかな画像から変化の速い画

像になる．大きい番号�において，画素毎に正負が変わる

ほど高周波的になれば，基底系として有効である．投影

データ�のための基底��も同様である．基底の投影が投影

の基底になることを意味する関係��	����������も成立

する．

（１２）式において，内積 �
��は �の��成分であり，これ

を��で割ったのがいわばフーリエ空間における解であ

る．それを係数に用いる像の合成（実空間への逆変換）が

（１２）式である．そのとき，�����は��の単調減少のために

番号�とともに減衰する．�したがって�	��が悪条件の

とき，大きい番号�における特異値��は０に近い．そのよ

うな番号�において，成分�
��が雑音dominantであれば，

また，��，��，��が�の雑音的な誤差
�にかかわるもの

であれば，それらが��による割算で大きく増幅される．そ

れらをフィルタ関数�����が切り落とす．正則化パラメー

タ�（＞０）が大きいほど，�����は�の増加とともに速く

減衰し，フィルタリングが強まる．「正則化のメカニズム

が見えた」というべき鮮やかな関係である．

低域フィルタのパラメータ�の最適値を決めるツールと

して，G.Wahbaの次のGCV（GeneralizedCrossValidation，

一般化交差検証）がある．


������
���

��
�

�
�
���

�

�����

�
�

�
��

（１３）
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赤池の最終予測誤差FPE（Final Prediction Error）にヒン

トを得たCross Validation という量にある変換を加えたも

ので，これが小さいほど良いと考える．�が減少すると

フィルタリングが弱まって，���は単調減少するが，分母の

減少によって������は再上昇する．その間の最小点を与

える�値が最適である．「やってみる」データ解析の本質に

照らして正確に言えば，“GCV最小”の意味で最適である．

�値の最適化は，データへのフィッティングの最適化で

ある．GCVは悪条件な線形方程式����のTikhonov正則

化のためにまさに考えられたもので，AIC と比べると，経

験的にかなり確実に働くように見える．また，ラプラシア

ン演算子はプラズマ撮像に極めて効果的である．同程度の

���値に対して，���の場合よりもずっと滑らかなプラズ

マらしい画像が得られる．分解能を落とさない平滑化とい

う超分解的な効果である［１８］．

なお，AICと違って，異なる�，異なる����の間でGCV

値の比較はできない．そのように使いたければ，理論的に

はある弱点をもつCrossValidationに戻らないといけない．

（１１）式からして既に明らかなように，（１２）式の ��は �

に関して線形である．撮像系と演算子�で決まる行列

����を特異値分解してしまえば，多チャンネル信号とし

て得られる投影データ �の入れ替えに対して，すなわちプ

ラズマ像の時間変化の追跡において，級数展開法と同じく

高速である．特異値分解をQR分解（Gram-Schmidt 直交化

の離散版）で置き換えて，分解自体を高速化する試みもあ

る［２０］．

また，級数展開法において，展開係数����を求める正規

方程式が悪条件であれば，��の２乗和をペナルティ関数に

用いて正則化すると効果的である．解����は�に対して線

形で，かつ正則化パラメータ�の最適化にGCVが使える．

７．３ 非線形正則化

�最大エントロピー法とその高速アルゴリズム
ペナルティ関数として，次のような画像 �の非線形関数

（いわば負エントロピー）を用いるとき，最大エントロピー

法（Maximum Entropy Method，MEM）と呼ばれる．

������
���

	


��	
� （１４）

スペクトル解析との形式的な対応から��	
�の和を用いる

こともある．このとき，ラグランジュ関数 �����を最小化

する �を何らかの反復解法（非線形最適化計算）で求める

ことになる．だから一般に計算量が大きいが，対数関数の

ため画像の正値が保証される．線形解法では，視線欠損の

大きい領域（例えばプラズマの周辺部）に負値が発生しや

すく，画像の滑らかな連結のために視線のある領域までプ

ラズマ像の歪みが生ずることがある．そのようなときも，

最大エントロピー法は負値を許さない非線形効果によって

安心できる画像を出す傾向があり，その意味で視線欠損に

強い．

しかし，（１４）式のペナルティ関数は，Tikhonov 正則化

の���（いわば最小エネルギー法）のときと同じく，隣接

画素の間の粗さ・滑らかさを直接に評価するのではなく，

凸関数の性質に頼った弱い正則化であるため，画像はギザ

ギザになる＊１．画素値を離散化した量子を想定してそれを

分配する「場合の数」とか，ベイズ推定論的な解釈とかも

あるが，最大エントロピー法の有効性を本当に説明できる

ようには思えない．論はあっても，結局はそのように考え

て「やってみる」の域を出ていない．このような非線形正

則化においては，基底系による展開・合成およびフィルタ

リングという像再構成のからくりは隠れて見えない．

最大エントロピー法は，１９７０年代から電波望遠鏡の画像

合成のために研究され，フーリエ変換をベースにする標準

解法（CLEAN法）の限界を破るものとして，大きな関心を

呼んだ．画像が大規模（例えば	�５１２×５１２）であるだけ

に，非線形最適化のアルゴリズムが研究のテーマであっ

た．最急降下法の弱点を補う Skilling の“Powerful MEM”

［２１］が知られているが，非線形最適化といえばニュートン

法こそ王様である．（１４）式の����を用いた�����の最小

化に適用すると，対数関数のおかげで，反復解の収束性に

ついて「ニュートン法から離れる理由がない」といえるほ

ど有利な性質が見てとれる．しかし，反復解を求めるのに

大規模なヤコビアン行列（	次正方）の逆という越え難い

計算の壁にぶつかる．Cornwell et al.［２２］はここに近似を入

れて，収束の速さを犠牲にして解を求める近似ニュートン

＊１ Fig. 11 左のようなプロファイルになる．Fig. 9 では色表示の平滑化のために明瞭ではない．

Fig. 7 Bases C -1vi of plasma image generated by the singular
value decomposition of HC -1 (C : Laplacian operator) for
soft X-ray tangential CT in the poloidal plane of the TEX-
TOR tokamak (illustrated for i=1, 2, … , 16).

Fig. 8 Reconstructed imagesof thestationary(left)andfluctua-
tion (right) components of the TEXTOR plasmausing the
bases C −1vi (i=1～100), which are shown in Fig. 7. In the
dynamic ergodic divertor experiment, the MHD fluctua-
tion mode of m＝２ is recognized. Image at the upper-left
corner is missing from the geometry of the measure-
ment.
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法を考えた．その近似を改善する研究も行われている．

このMEM研究に対して，プラズマ計測からの貢献は

データが少ない（���でかつ� が絶対的に小さい）撮像

条件を生かした高速アルゴリズムである．von der Linden

ら［２３］は�個の未定乗数を新たに導入し，それらを未知数

とする最小化問題に変換して画像 �を求める方法を考

え，Garchingのヘリカル装置W７‐ASの軟X線CTに用い

た．これとは別に，細田・岩間ら［２４，２５］はある行列公式を

用いて，ニュートン法を小規模な�元線形方程式を解いて

正直に実行する方法を考え，太陽観測衛星「ようこう」の

硬X線望遠鏡の画像合成に用いた．少数データの逆問題の

ためのMEMとして決定打ともいうべき提案である．Fig.

9 は後者のアルゴリズムを用いて，Fig. 2 の撮像系で得ら

れたプラズマ崩壊前後の LHDプラズマの画像である．

また，このMEM解析において，正則化パラメータ�

を小さくして，残差の２乗平均値���が検出器雑音の２乗平

均値よりも小さくなるまでデータに過剰フィットさせた方

が，再構成像に物理的に見てよい構造が現れる．von der

Lindenらはベイズ推定論的考察から，細田・岩間らは最小

GCV規準を近似的に用いて，それぞれにこの傾向を説明し

ている．

�最大エントロピー法の変形
最大エントロピー法の変形例を紹介しよう．最大エント

ロピー法は正則化が弱く，画像がギザギザになる．しかし，

微分演算子�を使って ������と置き，微分された画像

�についてエントロピーを定義すれば，画像 �の変化が強

調されて評価されるため正則化が強まる．（１１）式を�につ

いて解いた上で，それを �に変換する．文献［２３］は積分演

算����を preblur と呼んでいる．

もう一つの変形例は最小クロスエントロピー法である．

（１４）式の負エントロピーを次式のKullback 情報量に置き

換える．

������
���

�

������������ （１５）

ここで，�	�������������

はモデル画像である．このと

き，������かつ ���	のときのみ������という性質が

あり，����は画像 �とモデル画像 �	との一種の距離であ

る．データ �に平均２乗近似せよという制約のもとに，こ

の距離の意味でモデル画像に最も近いものを求める．�	

を高さ���の一様画像とすれば最大エントロピー法であ

り，ボルツマンの統計力学も同じ数理を用いている．例え

ば，プラズマ領域の外側に視線不足によるアーチファクト

が生じるとき，その領域で０になる画像を �	とすれば，再

構成像は改善される．再構成像を見込みのモデル画像に引

き込み過ぎないように，�	の形は一般性ある範囲にとどめ

なければいけない［２３］．

�最小 Fisher 情報量法
ペナルティ関数����として

�
�
	
����	

�
������ ��� （１６）

を離散表現したものを用いれば，����が０に減衰するプ

ラズマ周辺領域でペナルティが大きくなり，正則化が強ま

る．����で割ったため（９）式の�����は�に関して非線形

になるので，適当な最適化計算の反復を非線形な条件

������をもう一つ加えて行う．（１６）式が統計学のFisher

情報量と形式的に似ているので，Minimum Fisher Infor-

mation（MFI）法と呼ばれ，Lausanne の小型トカマクTCV

で最初に用いられた［２７］．

Fig. 10はLHDのボロメータCTにおいて，
�����の２乗

積分を用いる Phillips の線形正則化と，
�����の２乗を

（１６）式のように ����で割った非線形正則化を比較したも

ので，不純物としてチタンペレットを入射したときの画像

である．広がっていた線形正則化のプラズマ像が，投影

データには同じようにフィットしながらピークの高い局在

した像に変わっている．磁気島のどの場所に打ち込むかに

よって不純物の動きの違いがわかるほどに，画像が改善さ

れる．

� Hopfield ニューラルネット法
ニューロンが相互に結合した閉じた系は，結合係数にあ

る対称性があると，初期状態から最終状態へ自ら変化する

とき，エネルギー関数と呼ぶべき量が常に減少して最小値

に到達する［２８］．画素数だけのニューロンを設けて，（９）

式の �����がそのエネルギー関数になるよう系をつく

り，系のダイナミックスをコンピュータ上でシミュレート

Fig. 9 MEM images of bolometer CT in a transient phase of
plasma collapseofLHD:Shot31721, t=3.00s (left), t=3.61
s (right); pixellation of K =32×32. Magnetic surfaces are
also plotted. The peak value of the right image is higher
thanthatof the left imagebyafactorof1.4 (fromref. [26]).

Fig. 10 Bolometer CT images of LHD plasma by the Phillips
method (left) and by its modification of MFI (right) in
a pellet (Ti) injection experiment; Shot 64880, t=2.0 s.
The peak value is raised by a factor of1.5withMFI (from
ref. [26]).
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すれば，最終状態において各ニューロンの出力を画素値と

する再構成像が得られる．

Tikhonov-Phillips正則化であれば，行列������������

������の要素をニューロン間の結合係数にし，ベクトル

��������（すなわち逆投影）の要素を各ニューロンのバイ

アスに与えて，適当な初期状態から走らせる．このとき，

ニューロンに内在するシグモイド関数によって画素値は正

値化される．数学的には，シグモイド関数を介して非線形

になったラグランジュ関数の最小化を最急降下法で行うこ

とと等価である．

Fig. 11 は LHDのボロメータ・データから得られた再構

成像である．ラプラシアン演算子を用いて，正則化パラ

メータ�によってMEM的な正値画像の滑らかさを調整で

きる．最小クロスエントロピー法的なモデル画像も，

ニューラルネットの基本構成を変えることなく容易に導入

できる．

ここで事実上の収束を得るために，５００回もの反復を

行っていることに注意しよう．非線形最適化において，

ニュートン法はふつう反復７～８回，慎重に収束判定を厳

しくしても十数回で終わるのに対して，最急降下法はこの

ように探索能力が弱い．しかし，画像の規模が大きくなる

とニュートン法は数値計算的に苦しくなる．１変数問題な

らば�軸との交点を求める作業が画素数だけの未知数の線

形方程式を解く作業になり，反復のたびに逆問題を解くこ

とに等しい．それと比べると最急降下法は，反復１回の計

算量が少なく，かつ，画像が大規模であることを気にしな

い．結局，ニュートン法と最急降下法のどちらが速くて実

用的かは問題による．

８．その他の像再構成法と今後の発展
以上，最小２乗法・フィルタリングというWiener 情報

処理の基本に立って，像再構成法の主なものを概観した．

最後に，やや本筋からはずれるが実際的には有効なもの，

特徴あるものをを補足しつつ，データ解析法の発展につい

て述べる．

その代表はART（ArithmeticReconstructionTechnique）

である．医用CTの初期に大規模画像にも使える解法とし

て活躍した．方程式����の成立をめざして，左辺の

��を求め（いわば順方向計算），右辺との差を見て解を修

正する作業を繰り返す．収束性の保証はろくになく，得ら

れた解が数学的にどのようなものかわからないが，実用的

に良い画像が得られ，プログラミングは簡単である．阪大

レーザ核融合の爆縮現象を撮像する超高速の３次元CTに

これが使われた［２９］．また，���������とするTikhonov

正則化の解を求める反復計算法もある［３０］．プラズマ撮像

では微分演算子を入れると効果的であろう．この種の反復

計算では，反復のなかで画素値 �	に負が出れば０と置く操

作を入れて画像を正値にできる．負値置き換えの繰り返し

に落ち着いて，不自然な折れ曲がりが画像に出かねない

が．

プラズマ撮像に使われた特徴ある再構成法として

Gerchberg- Papoulis 反復法がある．投影データの欠損部を

まずは値０としてCTの標準解法で像を求め，一般的な制

約に照らしてその像を修正し，その投影をもって欠損部を

補完する．そして，この操作を繰り返す．データ欠損にど

こまで強いか明らかではないが，標準解法が使える［３１］．

また，ポジトロン放射型CT（PET）のための有力解法で

ある natural pixel 法が，ITERをめざす軟X線放射型CT

のための設計研究に使われている［３２］．Fig. 12 のような各

検出器の広がった受信パターンを基底に用いて，それらの

重ね合わせとして画像を表現する級数展開法である．受信

パターンの広がりを考慮しつつ，検出器をどこまで多く配

置したとき医用CTの解法が使えるようになるかという観

点で調べられている．

医用CTと比べたプラズマCT撮像の一つの際立った特

徴は，高速に変化する像の撮影という点にある．投影デー

タは多チャンネル時間信号として得られる．各時刻におけ

る像再構成ではなく，“空間２次元および時間”の像再構成

が追求されてよいだろう．時間方向の相関（信号の予測可

能性・滑らかさ）を取り込んだフィルタリング（正則化）が

研究されるべきである．そのような試みはいまだ限られて

いる．しかし，最近の動向として，時間×空間の２次元

データ値をそのまま行列とみなして特異値分解し，得られ

た空間基底��
	のそれぞれについて像再構成を行うと，プ

ラズマの定常成分と揺動成分に分けて画像を得るというよ

うな，独特のパターン認識的な効果が出る［４］．Fig. 8 はそ

のようにして得られた．

空間３次元あるいは“空間２次元および時間”の大規模

なプラズマ画像に対して，ニュートン法やTikhonov 正則

化で使う行列の分解を追求する正攻法の研究がなされてよ

い．PETなど医用CTのために大規模な特異値分解を行っ

Fig. 11 Change of the reconstructed image of Hopfield neural
network with the regularization parameter�(with the
Laplacian operator after 500 iterations; bolometer CT
of LHD plasma, Shot 31721, t=2.0 s).

Fig. 12 Reconstructed images of 14 MeV neutron emission CT
in the T2 gas puff experiment: the initial shape 150 ms
after the puff, when the tritium density is hollow (left),
and the highly-peaked shape after 750 ms (right) once
the tritium density has fully relaxed (from ref. [33]).
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た論文があるし，数値計算学の研究は進んでいる．最急降

下法的な攻め方を行ってみたいのであれば，最近はやりの

前処理付き共役勾配法が可能性を秘めている．投影行列

�が疎であることを利用して，０との積・和を省略する高

速化もなされてよい．

その他，ベクトル・トモグラフィや面積分値からの３次

元CTなど計測の物理がらみで重要なもの，魅力的なもの

がいくつかあるが，逆問題としての数理の本質は同じであ

る．

９．おわりに
書き終えてみると，そのほか色々あった像再構成法が脳

裏に浮かぶ．磁気面に沿った像の一様性を仮定して，線形

方程式の逆進代入のように外側から像を求める方法もあっ

た．磁気面量的な仮定を持ち込めば，Radon 変換よりも良

条件なアーベル変換に実質的に移る．角度�についてフー

リエ展開，半径�についてmodel-free の正則化という攻め

方がもちろんある．JETの中性子放射型CTで主として使

われたのはこの方法であった．プラズマCT計測が始まっ

て四半世紀．素晴らしい魅力をもって始まって，大きな蓄

積がなされた．そのなかで基本的なことは書いたように思

う．数理の本質を大事にして，具体的な解法において crea-

tive でありたいものである．

JETの２００３年実験は素晴らしい．重水素とトリチウムに

よる核融合反応で発生する中性子放射のダイナミックな動

きをとらえ，同時に発生する�粒子・Dイオンの閉じ込め

の様子を同じコリメータを用いた�線放射型CTで撮像し

た．文献［３３，３４］などのカラー画像を見ると，撮像技術の高

さと核融合研究の今後を知る者はハッブル望遠鏡の画像を

超えるすごみさえ覚える．

自然科学研究機構の連携研究プロジェクトに「イメージ

ングの科学」が取り上げられ（http://www.nins.jp/imaging-

science.htm），画像計測研究の新しい波が起こっている．

若い研究者の関心は高い．この解説のなかにその息吹きを

感じていただければ幸いである．
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用語解説

ラドン変換 Radon Transform
法線ベクトル�と座標の原点からの距離 �で指定される直
線に沿った２次元画像 ����の線積分

��������
�
��������������

を，数学者 J. Radon の名を取って，����のラドン変換という．
ここで，����はデルタ関数，�は ����の定義域である．トモ
グラフィの標準解法であるフィルタ補正逆投影法およびフー
リエ変換法の出発点になる関係式である．

正則化 Regularization
線形方程式の左辺の係数や右辺の定数がわずかに変化した
だけで解が大幅に変化するとき，また，解が不定のときも含め
て，線形方程式は悪条件（ill-conditioned）であるとか不適切
（inadequate）であるという．このとき，解が満たすべき一般的
な制約を与えて解を安定化させることを正則化という．求め
る関数の積分変換をデータに最小２乗フィットさせる計測の
逆問題において，正規方程式の解を求めるときに使われる．代
表的な正則化法として，解が有限級数で表わせると仮定する
方法，解の２乗積分やエントロピーが最小とか最大とかの条
件を与える方法の２つがある．

赤池情報量規準 Akaike Information Criterion(AIC)
統計モデルの良し悪しを判定するための指標として，赤池
弘次氏によって１９７１年に導入された．AIC＝－２×ln（最大尤
度）＋２×（パラメータ数）と定義され，AICが小さいほうが
良いモデルとされる．測定データを統計的に説明するとき

に，モデルのパラメータ数を増していけば測定値をよりよく
説明できるわけだが，測定値のノイズなどによる変動に対し
てフィットし過ぎる可能性もある．測定値が正規分布に従う
とき，AICの第１項は（データ数）×ln（残差２乗和）と評価で
き，モデルの当てはめの程度を示す．第１項に著しい差がない
ときには，第２項が作用して，より少ないパラメータを用いた
モデルが良いモデルと判断される．

特異値分解 Singular Value Decomposition（SVD）
階数�の任意の���の実行列 	は 	�
�����������
�������という形に分解される．ここで
，�は正規直交ベ
クトルを列ベクトルに持つ行列，�は特異値����������を対
角要素に持つ対角行列である．	�	��
������
����
�������であるから 	の特異値は	�	の固有値の平方根
に等しく，�の列ベクトルは 	�	の固有ベクトルになる．同
様に
の列ベクトルは		�の固有ベクトルである．特異値分
解は一対の正規直交基底系を生成しつつ主要な成分を得る計
算のツールであり，一般逆行列，最小２乗法，主成分分析など
に多くの応用を持つ．

最大エントロピー法 Maximum EntropyMethod（MEM）
誤差を含む不完全なデータから情報エントロピーを用いて
背後の未知量を推定する方法の一つ．観測されたデータの確
率分布の情報エントロピーが最大になるように未知量を推定
する．スペクトル解析その他，多くの分野に応用されている
が，トモグラフィや電波望遠鏡では画像の値 �
を確率分布に
対応させたエントロピー����
�
����
�を最大にする条件
で逆変換を行なう一連の手法をさす．
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