
１．はじめに
プラズマは多数の荷電粒子（電子およびイオン）と電

磁場が電磁的相互作用を通して不安定性，波動，輻射，

拡散，乱流などの物理的に興味深い様々な現象を見せて

くれる研究対象である．この解説記事で紹介するジャイ

ロ運動論は，プラズマのこのようなすべての物理過程を

取り扱うものではないが，特に核融合研究に関連した磁

場閉じ込めプラズマにおける微視的不安定性，乱流，異

常輸送を記述するための基本的なモデルとして導出さ

れ，それにかかわる多くの理論およびシミュレーション

研究が長年にわたってなされてきている．

殆どすべての磁場閉じ込めプラズマ実験で観測される

粒子・熱輸送は古典および新古典輸送理論［１‐４］（静かな

電磁場中を動く荷電粒子間のCoulomb 衝突に基づくプ

ラズマ輸送理論）の予測を遙かに上回り異常輸送として

核融合研究の当初より知られていた．異常輸送はプラズ

マ中の様々な微視的不安定性の作り出す乱流（特に密度

や温度の勾配に駆動される不安定性が産み出すドリフト

波乱流）に起因するものと考えられている［５‐９］．磁場閉

じ込めプラズマの中の一つの特徴的周波数と微視的空間

スケールとして，磁場中での荷電粒子の旋回（ジャイロ）

運動からジャイロ（サイクロトロンもしくは Larmor）周

波数�とジャイロ半径�が与えられるが，ドリフト波乱

流では，その典型的な周波数が�に比べずっと小さ

く，また磁力線垂直方向に�と同程度以下の小さな波長

を有する揺らぎに対しては位相混合の効果（有限Larmor

半径効果）が重要となってくる．このような有限 Larmor

半径効果やLandau減衰，また���ドリフトや磁場の勾
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配および曲率による粒子のドリフト（��－曲率ドリフ

ト）と波との相互作用などの運動論的効果を正しく記述

することができ，しかもジャイロ運動のような速い時間

スケールについて平均化もしくは粗視化することにより

従来のVlasov 方程式よりも取り扱いやすくしたものが

ジャイロ運動論的方程式であり，先ず静電揺動に対する

線形の式が１９６８年にRutherford & Frieman［１０］および

Taylor & Hastie［１１］らによって独立に発表され，ドリフ

ト波等の線形微視的不安定性の分散関係やモード構造に

関する理論・数値解析に広く応用された．

１９８０年代に入って，電磁揺動の効果を取り入れたもの

［１２，１３］やまた非線形ジャイロ運動論的方程式［１４］が導

かれ，さらに Lagrangian・Hamiltonian による定式化

［１５，１６］の下にリー変換法［１７］とよばれる微分幾何学的

手法を用いた精度の高いジャイロ運動論的方程式の導出

法が示され，対称性や保存則をより厳密に取り扱えるよ

うになった［１８‐２１］．また，急速な計算機性能の発達に伴

い，１９８０年代後半より非線形ジャイロ運動論的方程式を

第一原理としてプラズマ乱流・異常輸送の直接数値シ

ミュレーションの研究が始まり，現在ではトーラスプラ

ズマ全領域を扱うため並列計算機による非常に大規模な

シミュレーションが精力的に行われている［２２‐３２］．ま

た，計算時間や記憶容量を少なくするため，ジャイロ運

動論的方程式の速度モーメントを取ることにより得られ

る流体モデル方程式即ちジャイロ（Landau）流体モデル

が考案され，それを用いた乱流シミュレーションも行わ

れている［３３‐４０］．

ジャイロ運動論的方程式が最初に導かれたときはバ

ルーニング表示［４１，４２］において再帰的方法と呼ばれる

摂動展開法が用いられたが［１０，１１］，ところが最近では，

巨視的な磁気流体力学的（MHD）揺動も含んだより広範

な波長・周波数の領域へのジャイロ運動論の拡張を容易

にするために，系統的かつエレガントな Lagrangian・

Hamiltonian定式化とリー変換法（これも摂動法の一種で

ある）［１７］を用いることが多くなってきた［４３‐４７］．従来

では紹介されることが少なかった後者の方法に沿って，

本解説記事ではジャイロ運動論の基本原理を説明してい

くことにしよう．ただし，リー変換法の理解には，解析

力学・相対論等の数理物理にも広く用いられる微分幾何

学［１６，４８，４９］の修得が必要であり，ここでは紙数の制限

によりその詳細を微分形式などの微分幾何的記法を用い

て説明することは避けるが，その代わりにジャイロ運動

論の基本方程式系の導出過程を概観し，得られた方程式

系の物理的な意味や性質そして応用について説明する．

まずは次節においてジャイロ運動論的方程式よりも一般

的なVlasov 方程式から出発しよう．

２．Vlasov-Maxwell 系
これからは簡単化のため無衝突の場合だけを考えるこ

とにしよう．実際，異常輸送をもたらすと考えられる微

視的乱流の特徴的な周波数に比べて衝突周波数はかなり

小さい．プラズマを構成する粒子に対する運動論的方程

式は，無衝突のとき次のようなVlasov 方程式で表され

る．
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���������
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� ����������� （１）

ここで，��������は時刻�における６次元位相空間上の

粒子分布関数であり，粒子の位置�と速度�の時間発展

はニュートンの運動方程式により決定される．

����， ������������
�
�
��������� � （２）

ここで，������は時間微分を表し，粒子の質量�と電

荷�において，粒子の種類を表す添字は省略してある．

（２）を通して荷電粒子の運動に作用する電磁場�，�

はまた以下のMaxwell 方程式
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の 中 の 電 荷 密 度����������	�と 電 流 密 度

�����������	�を通して粒子運動により影響されるた
め，プラズマには粒子と場の相互作用による様々な集団

現象が現れる．

（１）－（３）からなる方程式系では，特に異常輸送に関

連したドリフト波等の微視的乱流のみならず，サイクロ

トロン波や光速の電磁波等，非常に大きな範囲の異なる

時間・空間スケールの現象がすべて記述されるが，その

分だけ，解析的にも数値的にも直接解くことが非常に困

難なものとなっている．それに比べてジャイロ運動論が

対象とする時間・空間スケールの範囲はより限定的なも

のであり（Fig. 1 参照），したがってVlasov-Maxwell 系に

含まれていたいくつかの物理現象は見過ごされることに

なる．例えば，光速の電磁波のような速い波は扱わず，

それに対応してMaxwell方程式（３）の中のMaxwellの変

位電流の項��������は無視される．また後に詳しく示さ
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れるように，サイクロトロン波のようにジャイロ周期

�������������以下の時間スケールを持つ現象も無視

され，それに伴って分布関数のジャイロ位相に関する依

存性を消去することにより，Vlasov方程式の場合よりも

低次元の位相空間上で扱うことのできるジャイロ運動論

的（もしくはジャイロ運動論的Vlasov）方程式が導かれ

ることになる．次節では，ジャイロ運動論に入る前の準

備段階として，ドリフト運動論および guiding-center 変

数について説明しよう．

３．ドリフト運動論とGuiding-center 変数
磁場中において粒子が示すジャイロ運動の周期

�������������やジャイロ半径������が，それぞ

れ，電磁場�，�の変化する時間スケール���および空

間スケール�に比べて極めて小さい場合，即ち，

�

�
�
�

�
����� （４）

が成り立つ場合，いわゆるドリフト近似が可能となる．

本節ではジャイロ半径�程度以下の波長を持つ電磁場の

揺動が存在しない場合を仮定している．ドリフト近似で

は，ジャイロ周期や半径程度の時空間スケールにおける

物理量の平均を取り粗視化することによって，位相空間

の次元を一つ減らすと同時に消えた次元の座標変数に共

役な運動量が断熱不変量となるため，運動方程式（ドリ

フト方程式）の積分が元々のNewton 方程式（２）に比べ

て，大変楽になる．（４）において時空間スケールの小さ

な比を表す��はドリフトパラメータと呼ばれ，摂動展開

パラメータとして用いられる．

ドリフト近似の理論即ちドリフト運動論では位相空間

変数は �����から guiding-center 変 数�����������

に変換される．

��:���������	

�
���������������� （５）

ここで，guiding-center 変数は

�����，����， �����
������，

����	����	����	��� （６）

で与えられる（Fig. 2 参照）．�はguiding-center の位置，

�
�����はジャイロ半径ベクトル，����	�および

��������はそれぞれ磁力線に関して平行方向および

垂直方向の速度成分を表す．��������
����は各点�

において正規直交基底ベクトルをなすとし，�はジャイ

ロ運動の位相を表す．�は磁気モーメントであり断熱不

変量となる．（６）の変換式において定義される guiding-

center変換�������
は当然のことながら磁場配位に

依存する．（６）において，��に関して高次の補正量の記

載は省略してある．また，電場�の大きさは，���

ドリフト速度の大きさが熱速度よりはずっと小さく，

��－ドリフトや曲率ドリフトの速度と同程度であると

仮定されている．

Littlejohn［５０，５１，５２］は Hamiltonian や Lagrangian に

よる荷電粒子の運動の表現形式にリー変換［１７］と呼ばれ

る微分幾何学的手法を用いることによって��に関する

Fig. 1 Region of validity of gyrokinetic theory comparedwith that
of MHD in terms of the time scale t and the spatial scale
l . Here, L represents the equilibrium scale length,�Ti(�Te)
is the ion (electron) thermal gyroradius,	D is the Debye
length,�p is the plasma frequency,�i(�e)is the ion (elec-
tron) gyrofrequency, vTi (vTe) is the ion (electron) thermal
velocity, vA is the Alfvén velocity, and�is the light speed.
Thick curves represent the boundary of region of validity.

Fig. 2 Transformation from particle variables (x, v) to guiding-
center variables Z = (X ,U ,�,�) in the absence of elec-
tromagnetic fluctuations.Here, thegyrophase�isdefined
such that d�/d t =�= e B /(mc) > 0 for the positive charge
e > 0. Higher-order correction terms in�D are omitted.
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高次のオーダも含めた guiding-center 変数への変換式を

系統的に与える方法を示した．この方法の利点は，原理

的に��に関する任意の次数のオーダまで真に保存され

る磁気モーメントを正確に求めることができ，また途中

で摂動展開を打ち切っても guiding-center 変数に対する

ドリフト運動方程式が厳密に位相空間体積の保存（Liou-

villeの定理）やエネルギー保存則（定常場の場合）［１５，１６］

を満足するようになっているところにある．

ドリフト運動論における Lagrangian，Hamiltonian

や運動方程式の具体的な表式はここでは示さないが，そ

れらは次節のジャイロ運動論における Lagrangian（１３），

Hamiltonian（１５）および運動方程式（２６）－（２９）において

微視的揺動成分をゼロとおくことにより直ちに得られ

る．ドリフト運動方程式により記述される guiding cen-

ter の軌道が Coulomb二体衝突により散乱される過程を

基にしてプラズマ輸送を記述するのが新古典輸送理論［２

‐４］であり，トーラス磁場配位のように非一様ではある

が与えられた静かな場の下での粒子・熱輸送係数を予測

することができる．一方，プラズマ乱流・異常輸送を考

える場合，微視的な揺動電磁場が粒子軌道に影響すると

同時に揺動電磁場自身が粒子の運動から産み出され，粒

子と場の時空間分布をセルフ・コンシステントに決定し

なければならない．次節では，そのようなプラズマ粒子

と揺動電磁場に対する支配方程式系をジャイロ運動論を

基に解説しよう．

４．ジャイロ運動論の基本方程式系
４．１ Gyrocenter 変数と運動方程式

前節ではドリフト運動論について述べたが，ジャイロ

運動論では，ドリフト運動論では考慮されなかった微視

的な電磁場の揺動が存在する場合を取り扱う．電磁場の

中における荷電粒子の運動を導く変分原理��
��

��
�����

における Lagrangian�は次式で与えられる［５２］．

���������������

����
�

�
������ �� ����� �

�
��

������ �

� ����
�

�
��� ����� �

�
����

�

��
��

���
��������� �（７）

ここで��は静電ポテンシャルであり，磁場は

�����������のように平衡磁場�������と揺

動成分�������の和で表せるとし，同様にベクトル

ポテンシャル �������も平衡成分 ��と揺動成分 ��

からなるとした．ジャイロ運動論では，

���
��

�	
�
��

���

	�	�� （８）

のようなオーダリングを用いる．ここで，微小量を表す

パラメータ�	を新たに導入することによって，ジャイロ

運動論が取り扱う揺動振幅の大きさの程度を示したが，

通常は�		��と仮定される．また，電磁揺動の特徴的な

周波数は，ドリフトオーダリング（４）の場合と同様，

ジャイロ周波数�に比べて極めて小さいものとする．

（７）において

�������������
������������� （９）

（�は粒子の正準運動量）とおいた．さて，前節と同様に

まずguiding-center変数�����������を定義するので

あるが，その場合に変換式（６）に現れる速度�����

������
��および磁場�の代わりに，それぞれ，���

����������
�������������および平衡磁場��を用

いることにする．図式的に表すと，

�����
�������������

������
	����


�����������（１０）

となる．ここで�の代わりに��を用いる理由は，（７）か

らわかるように，この guiding-center 変数�����������

を独立変数として用いることにより，����������	���

����������の形をした guiding center の運動に対する

Lagrangian において，�������で表される電磁揺動の効

果を見かけ上Hamiltonian 部分������の中だけに押し

込めることができ，すぐ後に示す gyrocenter 変数

�����������への変換を正準（canonical）変換［１５，１６］

によって行うことが可能になるからである（Fig. 3参照）．

さて，微視的電磁揺動の存在により，guiding-center

変数の中の磁気モーメント�はもはや保存されなくな

る．それゆえ，�	を摂動展開パラメータとして再びリー

変換の方法を用い，guiding-center 変数�����������

から新たな変数�����������への変換

		:����������������������� （１１）

を行い，電磁揺動の存在下でも�が保存されるようにす

る（Fig. 3 参照）．ここでは，Brizard［２１］に倣い，guiding

-center 変数�����������と区別するために，��

���������をgyrocenter変数，		をgyrocenter変換と

呼ぶ．		�
����	�と見なされ，�	��の極限で		

は恒等変換
に収束する．Guiding-center 変数による表

現では微視的揺動の空間変数に含まれるジャイロ半径ベ
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クトルを通してHamiltonian はジャイロ位相に依存す

る．�が保存されるためには，このジャイロ位相に関す

る依存性を gyrocenter 変換によって消し去らなければ

ならない．この目的を満足する��として，前述のように

Poisson括弧の形を保存する変換（正準変換）［１５，１６］とな

るものを採用することができ，gyrocenter変数�への変

換式は次のような形を取る．

���������������������
�� （１２）

ここで，���は�����のオーダの正準変換のための母関

数であり後に（１９）で与えられる．また，Poisson 括弧

�����のgyrocenter変数による表現も（２０）－（２２）で示され

る．

以下では，��および��に関して１次のオーダまで考

慮した gyrocenter 変換によって得られた結果を示そ

う．Gyrocenter 変数では，単一荷電粒子に対する La-

grangian は次式で与えられる．

���
�
�
�������

�
��
��� （１３）

ここで，

�
���	����

��

�
	���� （１４）

は平衡磁場に対するベクトルポテンシャル �	と平衡磁

場方向の単位ベクトル���	�
	の gyrocenter 位置 �

における値から定義される．また，Hamiltonian �は次

式で表される．

���
�
�	

�
��
	�����	�
 （１５）

Hamiltonian�の中に現れる�は電磁揺動のポテンシャ

ル��と ��より

�����������������
�
�
�	�������������（１６）

によって定義される．ここで，

�������������	����	���

�	����	��������
	�����

���

��
���������
�
������
（１７）

および	�����
	������であり，（１５）において，

	�
� �
�

���� （１８）

は，ジャイロ運動の位相�に関する平均を表す．特に注

意しておかなければならないのは，（９）で示したように

（１７）の�	は真の粒子速度�と�	�����������という

関係で結ばれており，����	のとき�	���となる．前に

も触れたが，このような�	を用いることにより，guiding

-center 変数による表現では��������	�
�の形でHam-

iltonianの中だけに電磁揺動に由来する�‐依存性が残り，

それを取り除くため，（１２）の形の正準 gyrocenter 変換

��の母関数���として，

���������
�

	���
���������� （１９）

が用いることができる．ただし，上式に含まれる積分定

数は	���
�	の条件より決定されるものとする．因みに

（１３）よ り，��������������	��	�お よ び�������

はそれぞれ�および�に共役な運動量であると見なされ

る．

（１３）の Lagrangian に 伴 っ て，gyrocenter 変 数��

Fig. 3 Transformation from particle variables (x, v) to gyrocenter variables Z = (X , U ,�,�) in the presence of electromagnetic fluctua-
tions.
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���������のそれぞれの成分間の Poisson 括弧�������

が以下のように与えられる．［以下の結果は（１３）で示し

たLagrangian�に対応し，��に関して１次のオーダまで

考慮した結果で，成分間の Poisson 括弧が０ではないも

ののみを記してある．２次のオーダまで含めた場合の結

果については例えば［４５］を参照せよ．］

������
�

��
�

����
�����I （２０）

������
�
����

	�
�

����
（２１）

������
�

	�
（２２）

（２０）において，ベクトル�と単位テンソル I との積で表

されたテンソル記号��I は，任意のベクトル��と��

に対して，������I ��������������となるものとし

て定義される．また，	�����と解釈して，

�
��	���， �

�

������ （２３）

を定義した．前にも述べたように，磁気モーメント�

に関連して，gyrocenter 変数による表現では，Lagran-

gian�やHamiltonian
，それに変数間のPoisson括弧の

表式の中から，ジャイロ位相�に対する依存性が消えて

いることに注意しよう．

さて，gyrocenter 変数表現における運動方程式は変分

原理�����������よりEuler-Lagrange 方程式

�
��

��

��
�

� �
��
��
�� （２４）

により与えられる．あるいは，Hamiltonian
と Poisson

括弧を用いれば，上式と同等なものとして，

��
��
����
� （２５）

が得られる．（１５）と（２０）－（２２）を用いて，（２５）を成分ご

とに具体的に書き下すと gyrocenter 運動方程式は以下

のようになる．

��
��
�
�
�
�

� ��
�

	

���


��
� ����

����
�

�
	���	��
� ��（２６）

��
��
�


�
�

	�
�

���	����	��
� � （２７）

��

��
�� （２８）

��

��
�	�

��

	�

���

��

（２９）

以上の運動方程式において，微視的電磁揺動の効果はす

べて��
の中に含まれている．（１６）の定義からわかるよ

うに，�がジャイロ半径
程度の波長を持つ揺動の空間

変化やそれに伴うジャイロ位相依存性を含むが，平均化

操作��
により，結局（２６）－（２９）の右辺には，ジャイロ

位相�に対する依存性が一切含まれない．これは，磁気

モーメントの保存�������とともに gyrocenter 運動方

程式の重要な特徴である．ところで（６）の後に述べたよ

うな平衡電場�の大きさに対するオーダリング（���

ドリフト速度�	�－曲率ドリフト速度）の下では，平衡

電場�に対するポテンシャル（その空間変化スケールは

ジャイロ半径よりもずっと大きい）も�の定義における

��の中に含めて考慮することができることを断ってお

こう．

さて，電磁場の微視的揺動部分が存在しない場合は，

guiding-center 変数と gyrocenter 変数は一致し，���

����（長波長成分のみを持つ平衡電場に対する静電ポ

テンシャル）および ����となる．この場合，��

���������������������および��
�����の置き

換えを行うことにより，（２６）－（２９）は直ちに guiding-

center運動方程式に帰着する．そこで��や�
�

�に含まれ

る�����の項を考慮して，（２６）を��に関して �����

までTaylor 展開することにより，guiding-center の速度

は磁力線方向に関して平行方向成分�を持ち，垂直方向

成分は	�，曲率，���ドリフトからなるというよく知

られた結果を容易に確かめることができる．Gyrocenter

速度に対する電磁揺動の主要な効果は���	��
��なる

形のドリフト速度の中に含まれ，これが磁力線を横切る

プラズマ粒子や熱の乱流（異常）輸送をもたらす．

４．２ ジャイロ運動論的 Vlasov 方程式

さて，粒子分布関数について考えよう．元々の位相空

間変数���	�を用いた場合の時刻�における位相空間上

の粒子分布関数 ����	���は，位相空間体積要素

�	�
		の中に含まれる粒子の数が����	����	��		で与

えられるものとして定義される．����	����������と

おくことによって，gyrocenter 変数による分布関数

������を定義する．また，�	��		������
�により

定義される gyrocenter 変数での Jacobian����は
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�����
�
�

����

�
（３０）

によって与えられる．したがって，���に対応する位相

空間体積要素中の粒子数は，�������������である．

無衝突プラズマに対するVlasov 方程式（１）は gyrocen-

ter 変数による表現では次のように書かれる．

��
��
�
��

��
�������

��

��
�������

��

��

�
�

��
�
��
��
�
�

��
�
��
��
�

��
�
��

��
�

��
�
��

��
�

��
� �

���������������（３１）

ここで，�������であり，かつ（２６），（２７）および（２９）の

右辺には，ジャイロ位相�に対する依存性が現れなかっ

たことを思い起こそう．すると，�のジャイロ位相に関

する平均部分	�
とそれからのずれ�����	�
は個別

に，�	�
�����および��������を満足することが容易

にわかる．ところが，ジャイロ運動論のオーダリングで

は，ジャイロ周波数に比べて遙かにゆっくりとした時間

変動を仮定し，������
�������となり，����であると

考えられる．あるいは，初期条件として����を仮定す

ると任意の時刻で ����が成立する事が（３１）よりわか

る．したがって，以後，分布関数������������は�

に依存しないものとする．こうして，ついに以下のよう

なジャイロ運動論的Vlasov 方程式が得られる．

�

��
�
��
��
�
�

��
�
��
��
�

��
� ������������� （３２）

上式において，�����と�����はそれぞれ（２６）と（２７）で

与えられる．ジャイロ運動論的Vlasov 方程式（３２）は

�����変数におけるVlasov 方程式（１）に比べて，独立変

数の数が�のぶんだけ１つ減り，しかも�に関する微分

演算子を含まないので，�は定数パラメータとして入っ

ているだけである．この事実によってジャイロ運動論的

Vlasov 方程式（３２）では解析的な取り扱いや数値シミュ

レーションを行う場合の負担が遙かに軽減されるので

あって，正にこの目的のためにこれまで苦労して gyro-

center 変数変換を行ってきたのである．このように分布

関数の計算が楽になったことの代償は，gyrocenter 変数

自身の定義が guiding-center 変数に比べて複雑になった

ことにより支払われている．（１２）および（１９）で見たよう

に gyrocenter 変換の定義には揺動電磁場の情報が不可

欠であり，微視的揺動の存在により gyrocenter 変数は

guiding-center 変数から変位して見える（次節参照）．

Hamiltonian 形式で運動方程式が与えられたことによ

り，次式に示すようにLiouville の定理即ち位相空間の体

積の保存則が厳密に成り立つことがわかる．

�

��
��

��
��

� �� �
��
��

��
��

� �� �
��

�
��
��

� ���.（３３）
（３２）と（３３）より，以下のようにジャイロ運動論的Vlasov

方程式を保存形式で表すこともできる．

�����

��
�
�

��
���

��
��

� �� �
��

��
��
��

� ���. （３４）
４．３ ジャイロ運動論的Poisson-Ampère 則

以上では粒子分布関数が満たすジャイロ運動論的

Vlasov方程式について説明してきたが，その中に現れる

電磁場を決定するための条件を与えて初めてセルフ・コ

ンシステントな閉じた基本方程式系が完成する．電磁場

に対する条件は，ジャイロ運動論では Poisson 方程式と

Ampère の法則で与えられる．（１１）と（１２）で表された

gyrocenter 変換�������よりgyrocenter変数表示で

の分布関数������から guiding-center 変数表示におけ

る分布関数が�������������������	����������
	�

のように与えられる．また（６）および（９）を考慮する

と，粒子の位置�，時刻�における粒子数密度及び粒子束

密度はそれぞれ
���������������
���	�������
����������および 
���������������
���	����
����������������������������������により与え

られる．ここ で，������
�
����� ���������	���
である．以上を考慮して電荷密度・電流密度を評価する

ことにより，静電ポテンシャル��に対するジャイロ運動

論的 Poisson 方程式

�	������������
�

������������
���	�������
���������	���������������� 	
 �（３５）

およびベクトルポテンシャル ��に対するジャイロ運動

論的Ampère 法則

�	���������
��
�
�
�������������
 � （３６）

が導かれる．ここでは，これまで省略していた粒子種を

表すための下付添字�を必要な場所に付け加えている．

�����������
	��は平衡磁場による電流を表す．ただ
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し，Coulombゲージ条件�����������を用いている．

（３５）の右辺は電荷密度の�����倍������
�

����������

を表し，また（３６）の右辺において �������
������

���	�	��
���	
�は全電流密度 �の非圧縮（ソレノイダ
ル）部分を表し，�は

��������
�

����
�������	�����������

���������������������
��

���
��������

������������������ ��������（３７）

により与えられる．Debye 長より大きな波長の揺動を扱

う場合は，（３５）の左辺は無視され，いわゆる準中性条件

�
�

�����������に帰着する．ジャイロ運動論では，光速

で伝搬する電磁波を取り扱わずMaxwellの変位電流を無

視しているが，（３６）に示したジャイロ運動論的Ampère

法則はいわゆるDarwin モデル［５３］に対応している．

（３５）および（３７）において���は分布関数の平衡部分を表

し，���にはMaxwellian 分布関数が仮定されることが多

い．��������，����および����������は�����の量であ

り，（３５）と（３７）において����

�の量は無視されている．

（３５）および（３７）における ��������� �の項は後に述べる
ように微視的電磁揺動に伴う分極および磁化に関係す

る．分極や磁化の計算に��の代わりに���を用いた（い

わゆる線形分極・線形磁化の近似）のは，ジャイロ運動

論的Vlasov方程式の導出において��の１次のオーダま

でしか取らなかったことと，後に示す全エネルギー保存

との整合性を取るためであり，ジャイロ運動論的

Poisson-Ampère 則に，非線形分極・非線形磁化も含め

て考えるには，��の２次のオーダまで考慮したジャイロ

運動論的Vlasov 方程式を求める必要がある［４５］．

（３５）および（３７）の右辺の積分では積分変数として

guiding-center 変数�を用いてジャイロ半径や粒子速度

が定義されているが，それらはgyrocenter変数�を使っ

て定義したジャイロ半径や粒子速度からは変化して見え

る．それらの変化分は�����の精度で

���������������������

（３８）

������������������������


で与えられる．（３８）を用いると，（３５）の右辺の第２項で

表される密度の変化分は����のような形のジャイロ運

動論的分極（polarization）密度として表すこともできる．

ここで，�は電磁揺動によるgyrocenterから観た粒子位

置の変位������に伴うジャイロ運動論的分極ベクトル

であり，

����	���	

�
����������� （３９）

で定義される［Fig. 4(a)参照］．粒子位置の変位��と同様

に電磁揺動により粒子速度は���������と（３８）の���

との和����������������だけ gyrocenter から観測

して変化したように見える．この粒子位置と速度の変化

分を使って（３７）の右辺の最後の２項を書き下すことがで

きるが，これらは最終的に電磁揺動による平衡磁場方向

の粒子フラックスの変化

Fig. 4 (a) Gyrokinetic polarization and (b) gyrokinetic magnetization and parallel-flow correction. In (a), the number of particles in the vol-
ume V is changed by the displacement��of the particle position due to the electromagnetic fluctuations. In (b), the paricle flux
crossing the surface S is changed by the displacement��and the variation�v = (�v�) b +�v�of the particle velocity due to
the electromagnetic fluctuations.
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��������
�

���
��

���
��
���������

�
�

���
��

� ���（４０）
とジャイロ運動論的磁化（magnetization）による粒子フ

ラックス����の和で表されることが示される[Fig. 4

(b)参照］．ここで，��はジャイロ運動論的磁化ベクトル

で，

������������ ��
�

��
�
�
�

���
��
�
��

��	
�������� �
��

	���
��

� ���
� 
� ����������� ��
��������	�� �（４１）
によって定義され，
��
��	������は�次のBessel

関数を表す．（４１）では，５．２節で説明されるバルーニン

グ表示を用いた．

４．４ エネルギー保存・その他

以上で，ジャイロ運動論においてプラズマ粒子分布関

数と揺動電磁場決定するための基本方程式であるジャイ

ロ運動論的Vlasov 方程式（３２），ジャイロ運動論的 Pois-

son 方程式（３５）およびジャイロ運動論的Ampère 法則

（３６）が与えられた．これらの基本方程式系は非線形であ

り，一般に解析的な解を求めることは極めて困難である

が，これらが持つ１つの重要な特徴は，系全体のエネル

ギーに相当する厳密な保存量�
�
��が存在することであ

る．

�
�
����
�

����
��������	���
�
��	������	

���
�
��
�
����������������� ��

�

������

～ ～���������	������	 
��
��
�����������	��������	 
�� �

�
�
�

�
�
���	�����	��	

�
�	��
����������	���	

�� �
（４２）

ただし，����������������	��，������������������
��������	��とおいた．上式の１～２行目，４行目はそ

れぞれ運動エネルギー［�����の項は無視されてい

る］と電磁場のエネルギーを表すことがすぐわかるが，

gyrocenter変数表示では揺動電磁場による分極や磁化に

伴うエネルギーが３行目に現れている．この全エネル

ギー保存則は粒子運動の方程式のみならず電磁場に対す

る方程式（３５）と（３６）の両方を導くことができるような

Lagrangianを用い，それが時間に陽に依存しないことと

Noether の定理より証明される［４５］．

５．線形ジャイロ運動論
５．１ 定常成分と揺動成分への分解

前節で示したジャイロ運動論的Vlasov 方程式（３２）の

右辺にここまで無視していた衝突項を考慮するとジャイ

ロ運動論的Boltzmann 方程式が得られる．

��
��
���	�
�

�

��
�
��
��
�
�

��
�
��
��
�

��
� ����	�	�	��
����� （４３）

衝突がある場合もジャイロ運動論的 Poisson 方程式（３５）

とジャイロ運動論的Ampère 則（３６）は変わらず成り立

つ．衝突項����の厳密な表式を得るにはLandau衝突項

［４］を gyrocenter 変数で表現する必要があり，そのとき

ジャイロ半径から定まるドリフトパラメータ��と揺動

振幅の大きさを示すパラメータ��による展開における

最低次のオーダのものを取ることにする（現実には，よ

り簡単な衝突モデルを用いることが多い）．衝突におけ

るエネルギー保存

�

����
��������
�
�
��	������	

�

�������������������［運動エネルギーの���
��の項

は無視されている］が満足されることにより，系全体の

エネルギー保存則（４２）は衝突がある場合でもそのまま成

立することがわかる．

さて，（４３）中の分布関数�は系のサイズの空間変化ス

ケールを持つ定常成分と磁力線に対して垂直方向にジャ

イロ半径程度の短波長を持つ揺動成分の両方を含むもの

であったが，ここでそれぞれの部分への分解を行うこと

は新古典輸送および乱流・異常輸送を個別に取り扱うこ

とに対応し，輸送理論の基本的枠組みを理解する上でも

有益である［５４，５５］．ここからは，��と��とは同程度と

し，�������とおく．（２６）－（２９）の後で述べたよう

に，������	��������
�����	��とおいて，��が長

波長を持つ平衡電場に対応する静電ポテンシャル�と微

視的揺動ポテンシャル
�の和からなると考えることが

できる．これに対応して，（１５）のHamiltonian�を次の

ように定常部分��と揺動部分��に分解する．

���	�������������	��

������
�
�
��

�
�������������

����	���� 
�����	���
�
�
������������	��� �

（４４）
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同様に分布関数�も，巨視的定常部分��と微視的揺動部

分��に分解する．

�������������������� （４５）

上式を（４３）に代入し，その定常部分と揺動部分に分解す

ると，

������������� （４６）

���
��
���������������������� （４７）

を得る．ただし，ここでは簡単のため揺動に関して２次

の非線形項は無視しており，また（４７）の右辺の�����

は線形衝突演算子を表すものとする．（４６）および（４７）は

それぞれ新古典輸送理論の基本方程式である（定常）ド

リフト運動論的方程式及び微視的不安定性解析の基礎と

なる（線形）ジャイロ運動論的方程式を表す．

ここからは，位相空間独立変数として，�����������

の代わりに����0�����をとる．ただし，�0 ������

と す る．以 下，����，����等 の 偏 微 分 演 算 子 も

����0�����を独立変数として定義されるものとする．

定常分布関数��をさらに����������のように

�����と �����の部分に分けて，（４６）は最低次で

�����������������が成り立つとする．ここで，

��0�������������であり，�����������������������

����������������となることを考慮すると，トーラ

スプラズマでは，���は密度，温度を磁気面関数とする

Maxwell 分布関数により与えられることがわかる．���

は分布関数の定常成分のMaxwellian 分布からのズレを

表し，（４６）の����の式，即ち線形ドリフト運動論的方

程式により決定され，粒子，熱等の新古典輸送フラック

スやブートストラップ電流はこの���より計算される．

さて，（４７）を文献等でより知られた形にするため，

�������0��������
���
��

�� （４８）

の よ う に お き，こ れ を（４７）の 左 辺 に 代 入 し，

�������0����������
��������0������に 注 意 し，

�����は無視することによって，

�
��

��
��������������

���
��

���
��

��������
���

��
（４９）

を得る．これが，通常よく用いられる形の線形ジャイロ

運動論的方程式である（後にバルーニング表示を用いて，

これをより見慣れたものにする）．同様に，（４８）を（３５）

および（３６）に代入し，

�
������������

�

��

�
�
	�

�

��
� ��������� （５０）

を考慮して，����の微視的揺動成分だけ抜き出して表

すと，ジャイロ運動論的 Poisson 方程式およびジャイロ

運動論的Ampère 則はそれぞれ以下のようになる．

������������	�
�

���	
�	�0	�	��

�	�

	�

�
�
�


�０
�
�����������������

����

�
� ��� ��������

�
�

�
��������� �����������

��

�
������������ �	

�０�
�
	�

����
��
������ �����
 （５１）

�����������
�	
�
�
�

���	
�	�0	�	��

�	�

	�

�
�
�


��
���������� �� ��������
�

�
�����������

� �����������
��

�
������������ ��

�０�
�
	�

����
��
������ �����	

���
 ��� �����������
��

�
������������ ��

�０�
�
	�

����
��
������ �����	
 （５２）

（４９），（５１）および（５２）が閉じた線形ジャイロ運動論的方

程式系を表す．ところで，ここまでは分布関数�を表現

するためのジャイロ運動論的独立変数として

����0�����を用いてきたが，ここで通常よく用いられる
����,����を 独 立 変 数 と し た 場 合 の 分 布 関 数

����,����の表式を求めておこう．ただし，�は gy-
rocenter ではなく guiding-center の位置ベクトル， �

�
�
�

����
���お よ び��
�
���	����で あ り，

����������
��を用いると，(�,�)と(�0,�)の 差 は
����で以下のようになる．

�１��－�０��
�

�
�����

�������� �
�	
��
��� （５３）

（４５），（４８）と（５３）を使って �����の誤差を無視すると，
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�����,�,�����������,���������,�,����
（５４）

となり，ここで，

� �
������,�,��������������� ���１���� ���

���
�

������������
����
�
������������

�
�
�����������

�� ����������
��
�
����������� ���

	�

����
�

�
��������� （５５）

である．後で示すように，バルーニング表示を用いると，

（４９），（５１），（５２）および（５５）が再帰的方法で導かれる線

形ジャイロ運動論の基本方程式系［１２，１３］と完全に一致

することがわかる．

５．２ バルーニング表示における線形ジャイロ運動論的

方程式系

歴史上最初に導かれたジャイロ運動論的方程式は線形

のものであり［１０，１１］，その導出には，前節で述べた La-

grangian・Hamiltonian の定式化に基づいたリー変換法

が用いられたのではなく，再帰的方法とバルーニング表

示［４１，４２］が用いられた．このバルーニング表示に基づ

く線形ジャイロ運動論的方程式系は実際にプラズマ微視

的不安定性の線形解析等で非常によく用いられ各教科書

にも引用されているものであり［４１］，これらと全く同じ

ものが Lagrangian・Hamiltonianの定式化に基づく線形

化によって得られた（４９），（５１）および（５２）のバルーニン

グ表示によって得られることをここで示しておくことは

両導出法に矛盾が無い（あるいは Lagrangian・Hamilto-

nianの定式化の方が再帰的方法よりもより広い範囲で適

用でき，前者が後者を包含している）ことを意味し非常

に有意義であると思われる．

さて，バルーニング表示では，トーラス配位のような

磁場閉じ込めプラズマ中の揺らぎ［その空間依存性を例

えば����で表すことにする］が磁力線垂直方向には短

い波長��
����，磁力線平行方向には長い波長�

�

���


を持つとして，次のような形を仮定する［４１，４２］．

�������������	
����������� 	 （５６）

これは一種のWKB近似であり，指数関数部分が�程度

の波長を持つ磁力線垂直方向の速い振動を表し，その位

相 部 分（eikonal と 呼 ば れ る）
���������は
�
���������������を満足するものとして定義さ
れ，磁力線垂直方向波数ベクトル�����は一般に�に依

存し	�����	���であり�
�������が成り立つ．ま

た，�����や������の空間変化スケール長は
［（４）参

照］程度で，その中の独立変数�を �����に置き換え

ても ����の差しか生じないことに注意しよう．（５６）に

倣って，

��������	���������	
����������� 	
������������������	
����������� 	
������,�,����

���������,�,������	
����������� 	

����,�,���
������,�,����	
����������� 	

（５７）

とおくと（５５），（４９），（５１）および（５２）より，それぞれ，

�
��������,�,������	���


����
����
�

�� 	���
�
�
����

� ��
�����
� �� 	���

�
�
����� �������	�����
 ��

�

�
	�

����
�
�
����������� （５８）

�

��
����

�

��
������� �
��

�
��������� �

���

�

�

��
�

�
	
�
���

���
��

� �

 �� 	���

�
�
����� �������

	���
��


 � （５９）

��
�	���

�

�

���������� �
����

�
	�
��
�	�	

�

��	��

����
�
��� 	���

�
�
������ ��� ���

�
 	���
�
�
����� �������	����� ���	������ ���
��

（６０）
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��
������

��
�
�
�

���������� �
����

����
��
����

�� �� ����
�
�
������ ��� �� ����

�
�
����� ��

����
	�
�

����
��
���
��

�
��
�
������ （６１）

��������
��
�
�
�

���������� �
����

����
��
����

	���

��� �� ����
�
�
����

� ����	��������	 ��
��

�
��
�
���
 �
（６２）

が 得 ら れ る．こ こ で，����	���
�お よ び

����	�	������

�とおいた．（５８）－（６２）が，最もよ

く用いられるバルーニング表示での線形ジャイロ運動論

の基礎方程式系である［１２，１３，４１］．

静電近似では，揺動磁場のベクトルポテンシャル

���
�������������������

�が無視され，（５９）と（６０）

が静電ポテンシャル���と揺動分布関数を決定するため

の閉じた線形方程式系をなす．近年，プラズマ異常輸送

をもたらす微視的不安定性としてイオン温度勾配不安定

性（ITGモード）［５６‐６４］，捕捉電子不安定性（TEMモー

ド）［６５］や電子温度勾配不安定性（ETGモード）［２９，３１］

の線形解析がよく行われているが，静電近似が用いられ

ることが多い．���を含めた電磁的な微視的不安定性と

しては，運動論的バルーニングモード［６６］がよく研究さ

れているが，低ベータ値（ベータ値＝プラズマ圧力／磁

気圧）の場合����を無視して，���������と仮定さ

れることがよくある．

６．微視的乱流シミュレーション
非線形ジャイロ運動論的方程式系（３２），（３５）および

（３６）［あるいは非線形項を付加した（５９）と（６０）－（６２）］に

基づいて，前節で述べた ITG，TEM，ETGモード等の微

視的不安定性が成長して作り出される乱流状態の直接数

値シミュレーションの研究が近年精力的に行われ，実験

で観測される揺動スペクトルや異常輸送係数の値と比較

し得る結果を出すようになってきている［３０］．

ジャイロ運動論的方程式の数値シミュレーションに

は，��法と呼ばれる計算スキームを用いて分布関数の揺

動部分を粒子軌道に沿った積分により求めるジャイロ運

動論的粒子シミュレーション［２２‐２９］やまた分布関数を

位相空間上の格子点や関数展開によって離散化しその時

間発展を計算するVlasov（もしくはEulerian）シミュレー

ションがある［３１，６７，６８］．また，計算時間や記憶容量が

少なくてもすむよう，ジャイロ運動論的方程式の速度

モーメントを取ることにより得られる流体モデルを用い

たジャイロ流体シミュレーションも行われる［３３］．ただ

し，ジャイロ流体モデルでは，無衝突系において閉じた

流体方程式系を得るため高次モーメント流体変数を低次

モーメントで表すための関係式（クロージャーモデル）

［３４‐４０］を仮定しなければならない（衝突性プラズマに対

して確立されたBraginskii２流体方程式［１］に比べると

無衝突系や少衝突系に対するジャイロ流体モデルあるい

は運動論的流体モデルは未だ完成されたものとは言い難

いが，それ自体非常に興味深く多くの研究がなされてお

り，その詳細を述べるには新たに独立した解説記事が必

要と思われる）．

これらの微視的乱流シミュレーションでは，Hモード

［６９，７０］や内部輸送障壁（ITB）［７１‐７３］等のプラズマ閉じ

込め改善現象に関連して，シアを持った���フロー

（あるいはゾーナルフロー）の生成・減衰の物理機構の研

究が盛んに行われている［２８，７４‐７６］．本記事では，プラ

ズマフロー速度や揺動周波数がそれぞれ熱速度やジャイ

ロ周波数に比べて十分小さいという従来のオーダリング

に基づいたジャイロ運動論を解説してきたが，イオン熱

速度と同程度の高速フローが存在する場合［７７‐８１］や

ジャイロ周波数と同程度の高周波揺動の場合［４３‐

４５，８２，８３］も取り扱えるジャイロ運動論的方程式も導か

れている．また，ジャイロ運動論によって記述される高

温プラズマに特徴的な運動論的効果が，MHDモードの

ような巨視的不安定性に与える影響もジャイロ運動論的

シミュレーションによって調べられるようになってきた

［４３，８４］．

７．終わりに
ここまで，磁場閉じ込めプラズマの微視的不安定性・

乱流を支配する第一原理としてのジャイロ運動論的

Vlasov-Poisson-Ampère 方程式系の解説を現代的な La-

grangian・Hamiltonian による定式化とリー変換法を用

いた導出法に基づいて行ってきた．これらは，プラズマ

乱流・異常輸送の直接数値シミュレーションのための基

本方程式系として非常に実用的であるのみならず，その

導出過程において発展してきた数学的手法や物理的概念

はそれ自体魅力的で美しい理論形式を提供していること

を強調しておきたい．このようにジャイロ運動論はすで
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にかなりよく体系化されているいるが，適用し得る周波

数や波長の範囲の拡張，支配方程式系の導出原理の更な

る一般化やより高精度の運動論的流体モデルの構築等の

研究が現在も引き続き行われている．こうしたジャイロ

運動論の理論的研究の進展が，新たな解析的手法やシ

ミュレーション技法の発達に結びつくことによりプラズ

マ乱流・異常輸送理論の発展に寄与することが大いに期

待される．
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