
１．はじめに
実験データの解析においては時系列データからトレンド

成分と揺動成分を分離し解析する必要性に出くわすことが

ある．分離手法として広く用いられているものとしては

Fourier 変換があげられる．Fourier 変換を用いる場合で

は，任意の時系列データが異なる振幅・周波数・位相を持

つ正弦波の無限和によって表現できることを利用し，注目

する周波数成分のみ分離する．一方で，Fourier変換は定常

信号の解析に有効であり，非定常信号には用いることがで

きない．非定常信号に適用可能な手法としては，Fourier

変換と同様に基底を元に分解する離散Wavelet変換を用い

た多重解像度解析があげられる．

本稿では，非定常信号に適用でき，かつ，基底をあらか

じめ指定しない特異スペクトル解析法（SingularSpectrum

Analysis）を用いた揺動成分の分離手法を紹介する．特異

スぺクトル解析法では，１次元の時系列データを１対１写

像を用いて行列に変換し，その行列に対して特異値分解

（Singular Value Decomposition）を行う．あらかじめ基底

を指定しないので，データ点が少ない場合などでも揺動成

分の分離を柔軟に行うことができる．一方で，特異値分解

を行うため，長大なデータ列を計算機で処理すると膨大な

計算コストがかかる点には注意が必要である．

プラズマ・核融合分野での実験データ解析への特異スペ

クトル解析法の適応例は少ない（たとえば［１］）ものの，

大型ヘリカル装置 LHDにおいて水素ペレット入射直後の

軟X線信号に観測されたSnake-like 構造［２］や，Helically-

trapped-energetic-ion driven resistive interchange mode

（EIC）励起時に観測された電子温度の揺動成分にみられる

Tearing parity を持つモード構造［３］の解析においては，特

異スペクトル解析法の有用性が示されている．他の分野に

おける活用例については文献［４］などを御覧いただきたい．

本稿の第２節では，特異スぺクトル解析法の具体的な手

順について述べる．第３節において，テスト信号およびプ

ラズマ実験で得られた軟X線信号に対する特異スぺクトル

解析法の適用例を示す．第４節でまとめを述べると共に関

連する文献を紹介する．

２．特異スペクトル解析法
特異スペクトル解析法では，時系列データの部分時系列

からなるTrajectorymatrixを構成し，そのTrajectoryma-

trix に特異値分解を適用することで時系列データを分解す

る．ここではまず特異値分解の性質を述べた後に，特異ス

ペクトル解析法を用いた分離手法の詳細について述べる．

２．１ 特異値分解

特異値分解とは行列に対する次の分解（式１）のことを

言う．すなわち，任意の���実行列�は適当な�次実直

交行列�および�次実直交行列�を取れば，
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と展開できる．ここで，����および����は正規直交基底と

できる．

特異値分解は行列に対する「自然な」１ノルムである
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と密接な関係がある．すなわち，
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という関係がある．したがって，
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となり，��の �に対する寄与の大きさが��の大きさに

よって評価できることがわかる．式（４）の証明は文献［５］

などを参照いただきたい．式（５）の証明は本稿の付録１に

記した．

２．２ 特異スペクトル解析法による主要項と非主要項の分

離の手続き

まず，分解したい時系列データを�
�������������
�
と置く．ここで，Lagged vector を次のように定義する．
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ここで，����
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��
�である．このLaggedvec-

tor を用いてTrajectory matrix �を次のように定義する．
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Trajectory matrix は Hankel 行列となっていることに注意

する．Hankel 行列とは，行列要素	���が別の行列要素

	���と次の関係にある任意の行列 �のことを言う．

	����	��� （�
���
�） （９）

ある�が定まると，�
からHankel行列であるTrajectory
matrix �への変換は一対一線形写像となる．したがっ

て，もし�がいくつかのHankel行列に分解できるなら，そ

れは�
がいくつかの時系列データに分解できることを意

味する．Hankel 行列への理解を深めるため，Trajectory

matrix の具体的な様子を付録２に示した．

次に，Trajectory matrix �を特異値分解を用いて

����
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�
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と 展 開 す る．��	�
����で あ る．こ こ で，集 合

�����������から任意の �個の整数を取り出して集合

��������������を作り，
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�
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を構成することを考える．��がHankel 行列であれば，こ

こから新たな時系列データ��を構成することができる．
しかしながら，一般に ��や�����はHankel 行列ではな

い．��行列��から長さ
の時系列データを再構成する

ためには，��をHankel 行列に変換する必要があるため，

��をHankel 行列に変換する演算子�をここで次のように
定義する．�����とし，��および�それぞれの成分を
�����，����として，
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である．����は集合��の元の個数である．この��はHankel

行列であり，������を最小化するHankel行列�である．

この証明は本稿の付録３に記す．なお，演算子�は線形写
像であるので，式（１２）で�を ��に作用させることは，�を
個々の ���に作用させて総和を取ることと同値である．

�������なるHankel 行列化した ���を用いれば，新たな
時系列データ��を構成することができる．
さて，先に述べたとおりFrobenius ノルムに関して
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が成り立つ．したがって，��は各Elementary matrix ��
が �にどれだけ寄与するかを示す指標となる．主要な��
に対応する ��だけ選び，そこから新たな時系列データを

構成することで，主要項と非主要項を分離することができ

る．本稿では主要項をトレンド成分とし非主要項を揺動成

分として時系列データを分解する．

以上の手続きの中で，�
に対するLaggedvectorの長さ
�には任意性があるのがわかる．�によってTrajectory

matrix が変化し，したがって，特異値分解で得られるEle-

mentary matrix が変化する．�は分離したい成分に合わせ

て選択する必要がある．ある周波数を持つ揺動成分につい

ては，分離したい揺動成分を含むデータ長以上を設定する

ことが文献［６］では推奨されており，筆者の経験からもそ

のように設定するのが適切だと考える．

また，時系列データに，ある程度大きい振幅を持つ揺動

成分が二つ以上含まれている場合は，これらの揺動成分を

分離できるかどうかが実際の解析では問題になりうるだろ

１ ���行列 �の各成分を（���）次元ベクトル�に展開した時，����と�のユークリッドノルムは等しく，この意味で「自

然な」ノルムと考えられる．
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う．こういった分離の問題は，特異スペクトル解析法では

「Separability」として議論される．いま興味があるのは，

二つの正弦波�������������および�������������が分

離できるかどうかである．ここで，変数�は時刻でありそ

れ以外の変数は定数である．文献［６］では，������かつ

������であれば，時系列データのデータ長�および

Lagged vector の長さ�を十分に長くとることで，これら

二つの正弦波を分離できることが示唆されている．Sepa-

rability について詳しくは，文献［６］の２．３節，文献［７］の１．５

節および６．１節にて解説されている．

３．テスト信号および実験データへの適用例
３．１ テスト信号への適用例

テスト信号に対する特異スペクトル解析法の適用例を２

例示す．

例１．�������������

�������������の正弦波に対して ������とする．この

関数の値を����	�の区間に�����の点数で等間隔に与

え時系列データ��を作る．この時系列データに対して
����として，特異スペクトル解析法を適用する．図１に

（a）作成したテスト信号，（b）１番目・２番目の大きさを

持つ特異値を用いて再構成した信号，（c）全特異値を用い

て再構成した信号を示す．対応する特異値は図１（d）に示

した．この例では，１番目と２番目の主要な特異値で元の

時系列データが再現されていることがわかる．１番目と２

番目の特異値が同等の大きさになっているが，これは特異

スペクトル解析法の特性である．すなわち，ある正弦波は

同じ程度の寄与を持つ２つのElementary matrix に分解さ

れる［６］．

例２．��	����������
��
���	������������


��	����������
��
���	������������
という関

数に対して，���，	���，
����，������，�����，

����とする．この関数の値を����	�の区間に

�����の点数で等間隔に与え時系列データ��を作る．こ
の時系列データに対して����として，特異スペクトル解

析 法 を 適 用 す る．こ の テ ス ト 信 号 の う ち，

	����������
��
���	����は振幅・周波数が時間的に変

化する正弦波であり，���は時間的に増加するトレンドで

ある．図２に（a）生成したテスト信号，（b）テスト信号を構

成する各項の成分を示した．このような時系列データに対

しては，Fourier 変換によって揺動成分のみ取り出すこと

が難しい．図３に（a）計算された特異値，（b）１番目の大き

さを持つ成分を用いて再構成した信号，（c）２～５番目の

大きさを持つ成分を用いて再構成した信号を示した．図３

（b）ではトレンド成分が，図３（c）では揺動成分が得られて

いることがわかる．この再構成結果からわかる通り，特異

スペクトル解析法はノイズ除去にも適用できる．

３．２ 実験データへの適用例

LHDのプラズマ実験で得られた軟X線信号に特異スペ

クトル解析法を適用し，揺動成分を分離した例を示す．

図４（a）にプラズマに水素ペレットを入射した直後の軟X

線信号を示した．この軟X線信号には，電子温度の回復に

よる緩やかに増加するトレンド成分と振幅が時間的に変わ

る揺動成分の２成分がある．この時間的に変化する振幅は

Snake-like 構造［２］をなす成分である．Snake-like 構造の空

間的な構造を研究するためには，トレンド成分と揺動成分

図２ （a）生成したテスト信号，（b）テスト信号を構成する各項の
成分．

図３ （a）L ＝ 28とした時のテスト信号（例２）に対する特異値を
大きい順に８つ示した．（b）１番目の大きさを持つ特異値
を用いて再構成した信号，（c）２～５番目の大きさを持つ
特異値を用いて再構成した信号．（b），（c）には，比較のた
めにテスト信号を構成する成分（trend，periodic）を示した．

図１ （a）テスト信号，（b）１番目・２番目の大きさを持つ特異値
を用いて再構成した信号，（c）全特異値を用いて再構成し
た信号．（d）L ＝ 50とした時のテスト信号に対する特異値
を大きい順に８つ示した．
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を分離する必要がある．

図４（b），（c）に特異スペクトル解析法またはFourier 変

換によるバンドパスフィルタを用いて揺動成分の取り出し

を試みた例を示す．図４（c）では，観測された揺動成分の周

波数は600 Hz～700 Hzであるので，400 Hz～900 Hzのバン

ドパスフィルタを軟X線信号に適用した．バンドパスフィ

ルタを行う際には，時間方向の窓関数として，始端付近の

揺動成分の変化を抑えるため方形波を用いている．特異ス

ペクトル解析法を適用した図４（b）の場合では上手く揺動

成分のみを取り出せているが，バンドパスフィルタを適用

した図４（c）の場合では，Gibbs 現象と思われる振動が発生

しており時系列データの始端と終端における揺動成分の取

得に失敗していることがわかる．

４．まとめ
本稿では，特異スペクトル解析法を用いたトレンド成分

と揺動成分の分離方法およびその適用例について述べた．

特異スペクトル解析法を用いることで，周波数・振幅が時

間的に変動している揺動と，緩やかに変動しているトレン

ド成分とを分離することができる．Fourier変換やWavelet

変換と異なり，特異スペクトル解析法は決まった基底を用

いないので様々な信号に対して柔軟な分解を行うことがで

きる．一方で，特異値分解を行うため，長大なデータ列を

処理すると膨大な計算コストがかかる点には注意が必要で

ある．テスト信号および実験的に得られた軟X線信号に特

異スペクトル解析法を用いることで，緩やかに変動するト

レンド成分と振幅・周波数が時間的に変動する揺動成分と

を分離可能であることを示した．

このように特異スペクトル解析法は柔軟に分離を行うこ

とができるが，実際のところ，Fourier変換・Wavelet変換

で事足りてしまうことが多い．しかしながら，Fourier 変

換・Wavelet 変換で対応できないような例（たとえば，利

用できるデータ点が少なく，トレンドが緩やかに変化し，

揺動成分の振幅・周波数が時間的に変動する場合［２，３］）

では特異スペクトル解析法は有効に働く．

最後に関連する文献を紹介する．まず，Fourier 変換，

Wavelet 変換に対してはいくつも教科書があるが，

Wavelet変換については［８］が網羅的で詳しい．本学会誌に

おいても過去に［９，１０］などの解説がある．特異スペクトル

解析法を用いたトレンド成分と揺動成分の分離に関し，日

本語で読める教科書的な説明は［１１］にある．より詳しい文

献としては［６，７，１２］があげられる．特異値分解のコンパク

トで教科書的な説明は［５，１３］にある．特異値分解は多次元

データに対しても利用でき，画像データに対する特異値分

解を用いた揺動成分の分離手法が本学会誌にて解説されて

いる［１４］．特異スぺクトル解析法は，１次元データを

Trajectory matrix に変換して特異値分解を適用するとい

う点で，多次元データに対する特異値分解を１次元データ

に適用した例とみることもできよう．
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�の証明
�を���実行列とする．��の定義とFrobeniusノルム
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である．さて，
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であるので，
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とできる．ここで，�と�の各列は正規化されたベクトル

なので，
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�����
�
�� and �

���

�

�����
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�� （１８）

であることを用いると式（１７）は，
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�� （１９）

となる．この結果と式（１５）から，求める関係式

�����
�
��

�

� （２０）

が示された．

付録．２ Hankel 行列である Trajectory matrix の
具体的な様子

Hankel行列であるTrajectorymatrixの具体的な様子を本

稿３．１節の例２で作成するTrajectorymatrixの場合で示す．

図５では，（a）Trajectory matrixの第２行および第２列の成

分，（b）Trajectory matrixの第２１行および第２１列の成分を示

した．	�
行列 �およびその行列要素����について，

�����	�
�とした時，図５（a）では������������������������，

������������������������を 順 に 示 し，図５（b）で は

����������������������������，����������������������������を順に示

している．図５（a），（b）それぞれで，行と列は同じデータ

列であることがわかるが，これはTrajectory matrix が

Hankel行列であり������������������が満たされている

ためである．

付録．３ 行列 �に対し�	����を最小とする
Hankel 行列	の導出

�を���実行列とする．ここではHankel 行列	の中

で�	����を最小とする	を求める．�	����は常に正

なので，この問題は�	����
�を最小とする	を求める問題

と同値である．以降，	と �の成分をそれぞれ����，����
と書く．ここで，

���	����
�
��
���

� �
���

�
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� （２１）

と す る．求 め る	は，�の 最 小 値 を 与 え る

������	�	���	�	��を求めることで得られる．

さて，同じ�����をとる����を含む項をまとめると，
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��������������������

と書ける２．各々の��������を最小とする�����������を求

めることで，�を最小とする	が得られる．

そこで，
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を満たす�����������を求める．��������は下に凸の関数

であるので，式（２４）で得られる����により��の最小値が得

られる．計算を進めると，
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となる．ここで��は集合 ��の元の個数である．ゆえに，
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�

�����
��

���� （２６）

が一意に得られる．式（２６）で求めた����を成分として持つ

	により�は最小となる．

２ 	はHankel 行列であるので，������������������であることに注意されたい．
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