
４．５．１ はじめに
電場や磁場の中での荷電粒子運動は複雑なプラズマの挙

動を理解する基礎過程として精力的に研究がなされてき

た．磁場閉じ込めプラズマはその典型例であり，磁力線の

周りを旋回運動する荷電粒子は，様々な時空間スケールで

変化する場の中でドリフト運動を行い，それが起源となっ

て輸送現象やMHD現象などの様々な集団現象が引き起こ

される．この変化する“場”は，外部から与えられる閉じ込

め磁場やプラズマ中の力学均衡から決まる径電場などもあ

れば，プラズマ中に発生する乱流場もある．このような

様々なスケールで変化する場の中での軌道解析法として非

正準 Lie 摂動法がある［１］．

この方法は正準ハミルトン理論を非正準座標系に対して

も適用できるよう拡張した非正準ハミルトン理論に基づく

摂動解析法であり，前者では座標系の取り方に制限（正準

座標）があるのに対して，後者ではそれをより広いクラス

の非正準座標に拡張することで解析に有利な任意の座標系

を選択できる利点がある．さらに，新旧座標の関係を表す

変換式が関数関係式で記述されるため，それらが混在した

変換の母関数を求めることなく座標変換を行うことができ

る利点がある．さらに，運動方程式に対して直接摂動展開

を行う平均化法とは異なり，非正準Lie摂動論では，運動方

程式の基となる拡張された����次元位相空間ラグランジ

アン（�は次元）を導入し，それに対して摂動展開を行う

ため，摂動の各次で系を記述するハミルトニアンが定義さ

れる．このように系のハミルトン構造が維持されること

で，ハミルトン力学におけるネーターの定理やリュービル

の定理などの重要な定理が摂動の各次で成立する．これら

の特徴を活かし，非正準 Lie 摂動論はこれまで核融合プラ

ズマにおけるジャイロ運動論［２‐５］の基礎として発展して

きた．

同様に，多様な電場や磁場の中で運動する荷電粒子系と

して加速器中の粒子ビームや高強度レーザーに照射された

プラズマがある．これらのビーム系やレーザー系と磁場閉

じ込め装置との共通性は，共に外部から与えられる強い電

場や磁場で荷電粒子の基本軌道がデザインされている点で

あり，したがって，それらをゼロ次の軌道解として高次の

摂動論を展開することにより長時間（周期）の粒子ダイナ

ミックスや安定性を解析することができる．これらの系に

対しても，同様に非正準 Lie 摂動論を適用する意義は十分

にあると考えられる．

ここでは，近年，X線領域からテラヘルツ領域までの幅

広い周波数領域において発振波長が原理的に可変である自

由電子レーザー（Free Electron Laser: FEL）を例に，周期

的に変化するウィグラー磁場中で運動する相対論的電子

ビームの軌道解析に非正準 Lie 摂動論の導入を行う．どの

波長領域のFELでも，レーザーの発振出力を増大させるた

めには電子ビームの電流量を増大する必要があるが，その

ためには，ウィグラー磁場自身に電子ビームの収束機能を

もたせたり，外部から付加的な磁場（四重極や八重極磁場
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など）を印加したりする必要がある．しかし，そのような

付加的磁場によるビーム軌道の変化がレーザー発振に影響

を及ぼしたり，場合によっては，高次摂動が永年的な発散

をもたらしたりする可能性がある．そのような複雑な状況

下での軌道解析を行い，非正準 Lie 摂動論の可能性や意義

について広く議論する．

４．５．２ FELと相対論的電子ビームのダイナミッ
クス

自由電子レーザー（FEL）とは，相対論的エネルギー（相

対論因子�）をもつ電子ビームが周期的（波長��������）

に変化するウィグラー磁場（強度��）を通過する際に，電

磁場との共鳴的な相互作用を引き起こし，コヒーレントな

電磁波を発生させる系に対する総称である（図１参照）．

発振波長は������������として，���������
�
�������

で与えられる．近年では，短波長側ではX線領域［７］，長

波長側ではテラヘルツ領域［８］の自由電子レーザーが注目

されている．

この系で高出力を得るためには，電流値��の高い相対論

ビームを，ウィグラー磁場中を安定に伝播させる必要があ

り，その方法の一つとして，図２のようなウィグラー表面

を湾曲させた（a）収束型ウィグラー磁場［９］や（b）軸方向ガ

イド磁場，あるいはその併用などが考えられる［１０，１１］．こ

れらの収束磁場は，レーザー発振に直接関与する短周期の

ウィグラー振動とともに，異なった周期のベータトロン振

動やサイクロトロン振動をもたらし，これらによって高電

流ビームの伝播特性を高める一方，異なった磁場間で共鳴

が発生することから，適用可能な磁場構造や強度について

十分な考察が必要となる．また，仮にビーム伝播が達成さ

れたとしても，そのような横方向の振動が縦（進行方向）

のレーザーとの共鳴条件に影響を与えるとレーザー発振を

阻害する可能性もある．このため本章では，自己収束型

ウィグラー磁場とガイド磁場を併用した系に対して解析を

行い，高次摂動まで取り入れた系統的な解析手法として非

正準 Lie 摂動法の有用性を議論する［１２‐１４］．

４．５．３ 収束型ウィグラー中の相対論的電子軌道
今，対象とする系の拡張位相空間の座標を	�，対応する

共変ベクトルを��とすると，その系での運動方程式は基本

１形式の変分原理�����	���で与えられる［１］．�は，
���を独立変数として，����	を位相空間次元に割り

当てている．時 間
を 独 立 変 数 と し て 正 準 座 標

	���
��
��
�を選択すると，対応する共変ベクトルは

������������となり，このときハミルトニアンは，�

をベクトルポテンシャル，	を静電ポテンシャルとして，

�� ���������
������
�� ��	， （１）

となる．�は荷電粒子の電荷であり，以下では，電子

（����）を考える．基本１形式はスカラーであることか

ら，解析に適した座標系を自在に選択できる利点がある．

例えば，図１のビーム系では，ビームに付随する種々の物

理量の変化をビームの伝播距離の関数として表現した方が

便利であることから，時間
の代わりに進行方向の座標

（例えば	）を独立変数に選択する場合が多い．その場

合，座 標 の���と���成 分 を 入 れ 替 え て

	

�
��	
�
��
��
�とすると対応する共変ベクトルは

�
���
�	

��	


�の関係より�
�����
��
���
����で与えら

れる．但し，��
���
��は��
��
�の垂直成分であり，

�
����は旧ハミルトニアンに対応する運動の恒量であ

る（定常場の場合）．物理変数に運動の恒量を選択すると，

その変数は定数パラメータとして取り扱うことができるた

め，ラグランジテンソルや運動方程式を簡単化することが

できる．これはジャイロ運動論において磁気モーメントが

運動の恒量であることに類似した利点であるといえる．こ

のとき，新ハミルトニアンは

�
�� �����
��������
�� ���	��， （２）

となる．但し，�����
���	�
�
��������である．

ここまでは，正準変数を用いてきたが，先述のように，

それに限定することなく任意の非正準変数に拡張すること

ができる．例えば，正準運動量の代わりに非正準運動量

����
�������や����
���	を導入すると，座標と対応

する共変ベクトル，および新ハミルトニアンは以下で与え

られる．

	

�
��	
���
�������， （３）

�
�����
�������������
���， （４）

��� �����
�� ���	��． （５）

但し，����
�
���������となる．

図１ 自由電子レーザー（FEL）の概要［６］．

図２ 電子ビーム収束のためのウィグラー設計．（a）自己収束
ウィグラー，（b）一様ガイド磁場．（c）は（a）と（b）を併用
した場合の電子運動の様子．
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文献［１２］では，（３）‐（５）式を基礎に，������������を

展開パラメータとして図２（a）の自己収束磁場を摂動展開し，

�����の理想的な平板ウィグラー磁場���
���
����������	

に対する軌道解を最低次として，�����の４重極磁場

���
���
�������	���

	
	�����	，および���
�の６重極磁場

���
�
�
��������	���

����
	���������	までを高次摂動と見

なして Lie 摂動論を展開した．ここで，��は典型的なビー

ム径，��� 	��

�はウィグラー運動による横方向運動量，

�� �	��� 
�は電子の全運動量である．この展開は，ビー

ム系は装置サイズ（～ウィグラー周期）に比べて十分に小

さく，また，ウィグラー運動による運動量変化は粒子の全

運動量（主に進行方向運動量）に比べて小さいとしたもの

で，高エネルギーの電子ビーム程（���）近似精度は高く

なる．

ここでは，	�
�	��および ���	��によって�����のウィグ

ラー中心軌道に移った後，さらに，��	���	�
�����������

によって���
�までの高次振動項がLie変換によって除去

された新ウィグラー中心軌道に移ることにより，���
�

までを繰り込んだ基本１形式（��	��）を導き，その運

動方程式からビーム粒子が長周期で運動するベータトロン

振動 ���������		

��，���������		


�を導いて

いる．ここで，�	������	�はベータトロン波数であり，

電子のエネルギーの増大とともに長周期になることがわか

る．また注目すべきは，求められたベータトロン運動の振

幅は初期値に依存することから，エミッタンスの大きさな

どによっては低次の振動と同程度の振幅になる点である．

つまり，長時間の解析を行う上では，このような高次の項

を繰り込んだ摂動解析が重要であることがこの結果からも

わかる．

４．５．４ ガイド磁場を導入した相対論的電子軌道
ここでは，４．５．３で行った収束ウィグラーにさらにガイ

ド磁場���
を印加した二つの磁場構造が存在する場合の軌

道解析を試みる．座標と共変ベクトルは（３）‐（５）式からス

タートする．ガイド磁場がある系では，電子は�方向の

ウィグラー運動とガイド磁場とのローレンツ力によって 


方向にもウィグラー運動が発生するとともに，ガイド磁場

によるジャイロ運動も発生する．���	����は粒子が１回

ジャイロ運動する間に粒子が進行方向に進む距離を表わ

し，ウィグラー波数との間に

������������������������� （６）

の関係がある．�����程度のガイド磁場では，�����

となる．また，���
���では，ウィグラー運動とジャイロ

運動が共鳴を起こす領域が存在するため，４．５．４．２で議論

するように，新たな座標変換を導入すると見通しがよくな

る．本記事では文献［１３］に沿って，共鳴から十分離れた領

域（４．５．４．１節）と共鳴領域（４．５．４．２節）における軌道解

析の結果について紹介する．

４．５．４．１ 非共鳴領域の扱い

最初に，平板ウィグラー磁場 ���
���
��������	にガイド

磁場 ���
�	�
�����
が加わった系において，共鳴領域

（���
���）から十分に離れた領域での軌道解析を行

い，座標変換の見通しを立てる．ここでは，�����を想定

してガイド磁場を���	�としている．このとき軌道は，

������	������	�に比例する最低次のウィグラー運動と，

������	������	�に比例するジャイロ運動の線形結合で与

えられることから，座標変換については幾つかの選択肢が

あるが，ここでは最低次のウィグラー運動を基本に，

	���	���
�������
����｜→����	��������������の変換を

考える．ここで，

�������������������	， （７）

��

���������������	， （８）

����
���������	， （９）

���

���������	． （１０）

但し，�����
	����

	���
	�，�����������

	���
	�である．こ

の座標��と����
�	
����から求められる共変ベクトル

に対して，Lie摂動論（��	���������������）を用い
て振動項を各次数で除去して永年項のみを残すことによ

り，最終的に以下の���
�までの基本１形式が求められる．

��
���
��
�
�����
��	， （１１）

��
�	�
��
�
�����������
������

	���
	�
���	，（１２）

��
�
�
��
�
���

	

�

	

	�
���

��
	

��
��
	��

	

�

	
��



������

	

�	������
	��
	��

	

�

	
�
��

� ��



�	��
���

	��
	


�
��	．（１３）

但し，��
���
��
�
���

���
��
�
��である．ここで，（１３）式の右

辺３項の��は電子ビーム電流であり，有限電流による径方

向電場（発散力）と自己ピンチ磁場（収束力）の効果を

���
�としてモデル的に導入している．

運動方程式は，共に長周期のベータトロン振動とサイク

ロトロン振動の結合系として表現され，その解は図１（c）

で 与 え ら れ る 長 周 期 の ヘ リ カ ル 運 動 と な り，

�
�
��	��������������は以下の４波数（����
）を持っ

た正弦波の線形結合として表現される．

�
	

����
 	�
	�
	
��

	
 
�
	�
	��
	
��


�� �	�， （１４）

�	��
����

	


�	
�
	������

�	������
	
�� ． （１５）

但し，���
����	��
��
	���

	
��
	��
�	��

	�である．

これら摂動論から得られた理論解とシミュレーションで得

られた数値解を比較した結果を図３に示す．このケースで

は展開パラメータを�������	に設定しており，ウィグラー

磁場のピッチが���5 cm，磁場強度が������1 kG，初

期の粒子位置が��	����
�	���=0.0398 cm，ビームエ

ネルギーが4.29 MeVの場合に相当する．長周期のベータト

ロン振動を含め，理論解が数値解とよく一致していること

がわかる．

さらに，電子ビームが伝播するためには（１４）式の波数が

実値である必要があることから，ウィグラー磁場中を通過

できるビーム電流の最大値は文献［１０］に従って以下で求め
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られる．

�������
��������

�
��
�

	���
	��



�


�

�
� ��� �． （１６）

（１６）式からわかるように，許容される最大電流値はガイド

磁場の増大とともに増加する．一方，次節で議論するよう

に，�������では共鳴が発生してビーム伝播が困難にな

ることから，�������������
��
��が共鳴の条件から外れ

るようにガイド磁場強度とビームエネルギーの関係を調整

する必要があることがわかる．

４．５．４．２ 共鳴領域の扱い

一方，共鳴領域ではガイド磁場によるジャイロ運動

がウィグラー運動と同等の寄与をすることから，ウィ

グ ラ ー 運 動 を 除 去 し た（７）‐（１０）式 で 記 述 さ れ る

����
��������������から，作用・角変数で記述した

ジャイロ運動を除去する変換�
�

���
����������������を

施すと見通しが良くなる［１２］．ここで，�と �
以外の変数

は以下で与える．

����� ������	 ����， （１７）

����� ������	 ����， （１８）

��������������， （１９）

��
���
�����． （２０）

今，最低次の共鳴�������は平板ウィグラー磁場とガイ

ド磁場の系が発散（（７）‐（１０）式で	�
�，	�
�）する

ことから除外し，ここでは��������の共鳴領域を考え

る．この座標�
�

�と������	�
��	�

�

�から求められる共変ベ

クトルに対して，Lie 摂動論（�
�

�
��
�
��

�

����
�������）
を用いると，対応する��
��までの基本１形式は以下で与

えられる．
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ここで，���
���
��
�
��，����������
である．この基本１

形式から運動方程式を導出すると，�������と�����の運

動は分離され，前者はジャイロ中心の運動を与え，後者は

以下の関係式を満たす．
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． （２４）

ここで，右辺分母第４項と分子は共鳴に伴う長周期摂動

（非共鳴領域では振動成分のため除去される）によるもの，

右辺分母第３項は永年摂動によるものであり，共に

���
���
��
�（（２３）式）に由来している．これらは，平均化法では無

視される項である．������������������
��������	���，

	を定数とすると，（２４）式には以下の解析解が存在する．
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�� �� （２５）

ここで，�は�に対して（発散しない）振動解であること

から，共鳴が発生してデザイン軌道から離れたとしても，

その結果共鳴条件が破れ，軌道は有界領域に留まることを

意味している．また，粒子のエネルギーが十分に大きいと

仮定して右辺分母第３項を無視すると，（２４）式は

�� 	

�������
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�	�
��
�

��
����

（２６）

となる．これから，���������を共鳴幅として定義する

と，不安定条件は


��

��
�
��

�	�
��
��

（２７）

と見積もられる．ウィグラー振動の運動量は粒子全体の運

動量に比べて小さいことから（�����
），共鳴幅は二つ

の異なった共鳴層間の幅（��）より十分に小さく，共鳴層の

重なりやそれによる軌道の彷徨運動は弱いことが期待され

る．

４．５．５ まとめと課題
本節では，ジャイロ運動論モデルの数学的基礎である非

正準 Lie 摂動論を様々な電場・磁場で制御される加速器中

の粒子ビームや高強度レーザーに照射されたプラズマのダ

イナミックスなどの幅広い研究に展開することを目的に，

それをFELにおける相対論的電子ビームの軌道解析に適

用し，その有用性や可能性を検討した．本手法の主な利点

を以下にまとめる．

１）一般的な摂動法では，運動方程式（あるいはブラソフ

方程式などの運動論方程式）に対して摂動展開を行う

のに対して，非正準Lie摂動論では，運動方程式の基と

なる拡張された���
次元位相空間ラグランジアンを

導入し，それに対して摂動展開を行うため，摂動の各

次で系を記述するハミルトニアンが定義される．本記

図３ 収束ウィグラー磁場とガイド磁場を併用した場合の（左）x
方向と（右）y 方向の粒子軌道（実線：数値解，点線：式
（７）－式（１５）で与えられる理論解）．パラメータは，
lw ＝ 5 cm，Bw ＝ Bg ＝ 1 kG，x(z ＝ 0) ＝ y(z ＝ 0) ＝ 0.1 cm，
Eb ＝ 4.29 MeV［文献［１４］より］．
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事では，そのような系で長周期のベータトロン振動を

精度良く求めることに成功している．

２）運動の恒量を拡張位相空間の変数の一つとすること

で，ラグランジテンソルや運動方程式を簡単化するこ

とができる．この利点は一般的なオイラー・ラグラン

ジ方程式で循環座標を用いることで方程式系が簡単化

されることと類似している．一般にそのような座標系

はハミルトン・ヤコビ方程式を解いて決定する必要が

あるが，本記事で紹介した相対論的電子ビームの軌道

解析では（定常場を仮定した場合）エネルギーが，高

強度レーザー場中の相対論的電子の軌道解析に対して

非正準 Lie 摂動論を適用したケース［１５］では進行方向

の運動量が恒量であるため，そのような変数を座標の

一つとした系に非正準変換を用いて移ればよい．これ

は本手法が相対論的荷電粒子の運動に適していること

を示唆している．

３）共鳴近傍での軌道解析は，一般に（０となる分母の）

摂動展開を行うことで行われる．一方，本手法では作

用‐角変数を導入し，共鳴近傍では位相が大きく変化

しないことから関連した振動項を永年項と見なすこと

で，共鳴近傍での安定性解析を行い，不安定となる

各々の共鳴幅は隣接する共鳴間の距離と比較して十分

に狭いことを明らかにした．このように共鳴現象に対

しても本手法は有用である．

粒子の運動エネルギーが増大してより相対論的になると

展開パラメータは小さくなり，近似精度が高くなる．しか

し，長時間の運動を記述する上では，なお高次の項は重要

である．本文献がそのような相対論領域の粒子の軌道解析

の一助となることを期待する．
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