
３．１ 序論
古典力学のコースを一通り学んだ学生にとって古典力学

の問題を解くレシピとは，Hamiltonian������の関数形を

求めて，Hamilton の運動方程式
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を立て，MATLAB（これは有料）あるいはOCTAVE（こ

れは無料）に式を放り込んで数値解を得ることであるかも

しれない．それ以上のことは，数学好きのための衒学的な

話か，量子力学を学ぶ際にHamiltonian������が出てきて

も驚かないための「準備」でしかすぎない．しかしながら，

このレシピでは「良い」解答を得るのは難しいと，少なく

とも現代（２１世紀のこと）ではみなされているようである．

運動方程式（１）は位相空間�����における変分原理から

導かれる．運動方程式は位相空間において連続的な流れを

生成し，その流れは位相空間の体積を保存するシンプレク

ティック変換になっている［１，２］．運動方程式を考えもな

しに離散化すると，生成される近似的な変換はシンプレク

ティックではなくなるので，少なくとも軌道の長時間追跡

はできないというのが常識になっている．そして，もとの

微分方程式のもつ幾何学的な構造を保存する数値計算法と

いう宏大な分野が形成されつつある［３］．

本章では，運動方程式（１）の離散化という道筋ではなく，

変分問題における作用積分そのものを数値的に停留にする

ことによって運動を決定する方法（離散変分原理）につい

て解説する．変分原理には配位空間における変分原理（La-

grange 形式）と位相空間における変分原理（Hamilton 形

式）とがあり，両者について離散変分原理が研究されてい

る［４］．プラズマ物理学および核融合での重要なテーマで

ある荷電粒子の案内中心軌道解析ではHamilton 形式が本

質的であるので，本稿の議論も位相空間における変分問題

に限定する．特に，文献［５］で取り上げられている変分原理

は応用範囲が広いと思われるので，これを中心に解説す

る．

Hamiltonの運動方程式（１）は，�������から�������まで

の経路�����������が作用積分を停留にする条件から導か

れる．一方，離散Hamilton 力学では，停留にされた，有限

時間にわたる作用積分�に着目する．この積分は，途中の
経 路 に 依 存 せ ず，端 点�����だ け の 関 数 で あ り

（�＝��������），他方の端点��，��は�の偏微分係数で
与えられる．それゆえ，作用積分を近似的に停留にする経

路をGalerkin 法に従って作れば，それは厳密な経路に対す

る離散的な近似解を与える．この方法の特徴は，生成され

る離散的な流れがシンプレクティックであることである．

この離散Hamilton力学のエッセンスを第２節で述べる．第

３節で作用積分を離散的に停留にするGalerkin時間積分法

を議論する．経路を表現する基底関数をうまく選ぶことに

よ っ て 得 ら れ る Symplectic Partitioned Runge-Kutta

（SPRK）法を第４節で述べ，その簡単なバージョンである
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Störmer-Verlet 法を調和振動子に適用した例を第５節に示

す．第６節でまとめと議論を行う．解説にあたっては，文

献［１］で述べられている解析力学の知識だけを前提とし，

できる限り平易に（つまり多様体とか微分形式の道具を使

わずに）述べることを心掛けた．ただ，シンプレクティッ

ク条件の証明には文献［２］で展開されている外微分法を用

いた．

３．２ 離散Hamilton 力学
位相空間�����における作用積分
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�������������� ��� （２）

に つ い て，経 路 を����，����か ら����	�����，

����	�����に変化させたときの�の変化は
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� ���� ���（３）

である．この表式から２つの定理を得る．

定理１ 作用積分�を停留にする経路����，����はHam-
ilton の運動方程式（１）の解として与えられる．このとき，

境界条件

�����， ����� （４）

を課すものとする．

また，上式は次の解釈を許す．

定理２ 端点��，��が固定された経路����，����が作用

積分（２）を停留にする場合，�は��，��だけの関数であり
（時間�はパラメータである）

� ��
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����������，

�
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���������� （５）

が成立する．したがって極値になっている作用積分

����������を用いて初期値問題を解くことができる．この関
数����������をType II の generating function（生成関数
あるいは母関数）とよぶ［５］．

例１

調和振動子����������	�����の場合，Hamilton の運

動方程式（１）の解は

�����������	��， ������	
���	��

であり，振幅�および初期位相�は定数である．これらを

（２）式に使って

���
�
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���� （６）

を得る．�を��と ��の関数として表したいので
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を（６）式に代入して
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を得る．そして
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より（７，８）式を確認する．

位相空間において離散的な経路からなる集合（経路の空

間）を次のように作る１．

時間間隔����を有限個の時刻

��������
�����

で分割し，各時刻�	における経路の値を���	���	，

���	���	とする．そして，時間間隔��	��		��における経

路は�	と�		�（および，�	と �		�）を区分的に滑らかな

（すなわち，�について連続的に微分可能な）曲線で結ばれ

たものであるとする．位相空間内の２点��	��	�と

��		���		��を結ぶ滑らかな曲線は任意であり得るが，そ

の曲線のうち，�	と �		�が固定された時，時間��	��		��

にわたる作用積分（２）を停留にする曲線を選ぶものとし，

極値である作用積分

�
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�������� ����（１０）

を離散Hamiltonianと呼ぶことにする（極値であることが

記号extで表されている）．したがって，�



	��	��		��は―

それが厳密（exact）に計算されているとして２―Type II

の生成関数であるので

�	�
��



	

��	
��	��		������


	��	��		��， （１１）

１ 経路の離散化と積分については文献［７］が参考になる

２ もちろん，これの計算方法が次のテーマになる．
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が成立する．つぎに，作用積分（２）
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を
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に置き換える．この結果，�dは������������
� を引数とする

関数となる．その引数を変化させたときの�dの変化は
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で与えられる．ところで，厳密に求められた�
�

�について

は，（１１，１２）式が成立するので

��d＝����
����������������

����
�������� （１６）

となる．それゆえ，境界条件�����，�����のもとで作

用積分�d ������������
�� �は―そして�����������	も―停

留値をとる（停留である条件のもとでは（１３）式と（１４）式と

は同値である）．よって，次の基本的な結果を得る．

定理３ （１１，１２）式から生成される一連の離散的な軌道

������������
� は連続的なHamiltonian������に対する

Hamiton の運動方程式の解�����������の標本点になって

いる，すなわち

��������， �������� （１７）

が厳密に成立する．

例２

再び調和振動子を取り上げる．例１から厳密な生成関数
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である�	������
���．したがって
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を得る．（１９）式を����について解き，それを（２０）式右辺に

用いて，結局

�������	
�	�������	� （２１）

�����
�����	����	
�	� （２２）

を得る．そして，これらは連続的な経路

�������	
���������

�����
���������	
��

の������での標本点になっている．

さて，次の命題を得ることができるが，これが離散的な

近似計算法を研究する上での基本定理（変分法的な離散

Hamilton 力学）となると思われる．

定理４ �
�

�が（１０）式で定義される「厳密な」離散Hamilto-

nian であるという条件を緩めて，それを近似する��，����
の関数とする．このとき，離散的なHamiltonの運動方程式

�������
����
������������
� （２３）

�������
�����������������
� （２４）

から決まる離散軌道は，境界条件�����，�����のもと

で離散的な作用積分（１４）を停留にする．

もちろんこの場合，停留にされた作用積分（１４）はもとの

作用積分（１３）の停留値に一致しないので，離散的な軌道

������������
� は標本点（１７）にならないが，その近似値であ

ることが期待される．さらに，方程式（２３，２４）が，Hamilton

の運動方程式を数値的に解く従来の方法にくらべて勝って

いるのは，この方程式から決定される離散軌道がシンプレ

クティック幾何学（すなわち，シンプレクティック条件）

に従うからである［２，１］．次にこれを確認する．

停留にされた作用積分（１４）は端点��，��の関数である

ので，それを�d�������と表記する：
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����������	�（２５）
そして，定理２の議論を踏襲して，�dの��に関する偏微分

係数を求める．直接的な計算から
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同様に
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したがって，������������
� が離散Hamilton 運動方程式

（２３，２４）を満たせば

�� �

���
�����

�������� （２８）

�� �

���
�����

���������� （２９）

を得る．さて，���のときの（２３）式と�����のときの

（２４）式は

�������
��������

���������
����������

である．そこで，我々は，これらの運動方程式に加えて，そ

のペアとなる運動方程式

�������
�������� （３０）

�������
���������� （３１）

を課すことにする．そうすることにより，離散Hamilton

運動方程式の完全なペア

���������
���������������	���� （３２）

�������
���������������	���� （３３）

を得て，さらに

��� �
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���，

� �

���
��� （３４）

が成立する．（３４）式を外微分法の観点からみれば［２］，外

微分�をスカラー関数�d�������に施して

������
� �

���
����

� �

���
��������������� （３５）

を 得 る．さ ら に，外 微 分�を 施 し，����お よ び

���
��������
���を使うと

�����
�������
���

を得る．これから次のことが成立する．

定理５ 離散Hamilton方程式（３２，３３）の解から作られる一

連の離散的な写像

����������������	��������

はシンプレクティック条件

���
�������
����	����
��� （３６）

を満たす．

ここで，これまでの議論の道筋をひっくり返そう．

位相空間において与えられた関数�
�

������を基にし

て，離散Hamilton 運動方程式（３２，３３）を解いて，初期値

�������から順次，離散軌道������������
� を求めると，それ

は離散作用積分（１４）を停留にし，かつシンプレクティッ

ク条件を満たす．

さらに，離散Hamiltonian�
�

������が，我々にとって関

心のある連続的なHamiltonian������から作られる生成

関数（１０）であれば，�
�

�が生成する離散軌道������������
�

は，������が生成する連続的な軌道�����������の標本点

（１７）である．

したがって我々の課題は（１０）式にできるだけ近い離散

Hamiltonian�
�

�を求めることに帰着する．（１０）式は変分

問題であるので，いわゆるGalerkin 法が有力な方法となる．

３．３ Galerkin 時間積分法
以下では議論を簡単にするため，位相空間は２‐次元，す

なわち，力学変数は�，�の二つとする．多次元への拡張は

容易と予想する．

�	���を時間区間������における経路の基底関数とす

る．すなわちこの区間における関数 
���は


�����
	��

�


	�	��� （３７）

と近似的に表現される．ここで，整数�は基底関数の個数

を表す．そして，経路の積分の評価には数値積分公式

�
�

�


�������
���

�

�
���� （３８）

を用いるものとする．ここで，��および�は，それぞれ，積

分公式の標本点および重みである．たとえば，�	���とし

て Legendre 多項式を選ぶと，（３８）式はよく知られた

Gauss-Legendre 公式になる［６］．なお，（３７）式の基底関数

の個数と（３８）式の標本点の個数とを等しく取っている

（（４６）式参照）．我々は，積分

���
�

�

����
��

��
�������������� ��� （３９）

および

��������
�

�

����
��

��
�������������� ���

������� （４０）

のGalerkin 近似を求めたい．これを以下の手順により実行

する．

step１

�����における�����の経路を

���
��
������

	��

�

�	�	���， ����� （４１）
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と近似的に表現する．ここで，��（�����）は未知数であ

る．

step２

（４１）式を時間積分して
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�

���
�

�

������� （４２）

および，���の場合について
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ここで
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である．また，我々は，時間間隔�����に内部の点（それ

は，ちょうど数値積分の標本点に一致する）	�を設定

し，そこでの位置を
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とする．したがって
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は�	�の行列である．そして，この行列が可逆となるよう

に，基底関数族
������および点列
	��が選ばれるものと

する．

step３

����	��� （４７）

と置く（�も未知数）．積分（３９）式において
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２番目の等号では数値積分公式（３８）を適用した．同様に
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（４８），（４９）式を（４０）式に用いると，��，�の関数として

���������
������� �����

���

�

���
�� �

���
���

�

��
��
���

�

�����	�����

�����

�� �	 （５０）

を得る．ただし，（４５）式より
�は��および
���の関数で

ある．

前節の結果より，離散Hamiltonian�
�

��������は�を

��，�について停留にすることによって得られる：

�
�

������������
����
���������

���� （５１）

そして，停留の条件は

��
��

���
���������

���

�

��
����	��


������
��
��
�
�����， ������� （５２）

および

��
��

��
������

���

�

�����	���
��
��
�
����

�� �	，
�������（５３）

である．

step 4

連立方程式（５２），（５３）を，��，��が与えられたものとし

て，��，�について解く，すなわち

������������， ����������

これらを（５０）右辺に代入すれば，�
�

��������を得る：

�
�

������������������
���������

��������� （５４）

ここで必要なのは，�
�

��������を陽に書き下すことではな

く，それの��および��についての偏微分係数である．それ

らは ��，��を与える：

���
�

���
�
�

��������

������
���

�

��
��
��
�
���� （５５）

ここで，停留条件（５２），（５３）を用いた．同様にして

���
�

���
�
�

��������������
���

�

���
� （５６）

（５５）式を��について解けば，写像��������������を求

めたことになる．それは次のようにまとめられる．

��������
���

�

���
� （５７）
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��������
���

�

��
��
��
�	��
�� （５８）

	�，��，
�に対する方程式

	�������
���

�

����
�， ������� （５９）

���
���

�

�������
��
��
��
�	��
��，������� （６０）

���
���

�

��

������������

���
���

�

����������
��
��
�	��
��，�������（６１）

（６０），（６１）式は�
�

�が停留条件（５１）を満たすことを表して

おり，（６１）式は（５８）式を使って（５２）式に現れている ��を

消去したものである．

３．４ Symplectic PartitionedRunge-Kutta（SPRK）法
以上から明らかなように，基底関数族���	���

� の関数形

と個数�，数値積分公式（３８）における標本点���	および重

み���	を与えれば，公式（５７）‐（６１）により，シンプレク

ティックな写像�������
�������を生成する時間積分法

（symplectic integrator）を作ることができる．

特に，基底関数を

����������� （６２）

であるように選ぶと，一連の公式は簡単化される．この場

合，数値積分公式（３８）の重み��は（４４）式で定義される��
で与えられることがわかる（Appendix A）．次に，方程式

（６０）は��について陽に解けて

���
��
��
�	��
�� （６３）

を得る．これを（５９），（６１）式に用いて

	�������
���

�

����
��
��
�	��
�� （６４）


�������
���

�

�����
��
��
�	��
�� （６５）

�������

および

��������
���

�

��
��
��
�	��
�� （６６）

��������
���

�

��
��
��
�	��
�� （６７）

を得る．ここで

������
�

��

���� （６８）

������
�����������
��

（６９）

で あ る．公 式（６４）‐（６７）はs‐次 Symplectic Partitioned

Runge-Kutta（SPRK）法と呼ばれる［３，５］（partitioned とい

う用語は，内部の点	�の計算公式と
�の計算公式とが異

なることに由来するようである）．

３．５ 簡単な例：Störmer-Verlet 法
このスキームは���であり，標本点として

����， ���� （７０）

基底関数として

������
�

�
�����	�����

������
�

�
�����	����� （７１）

を選ぶ．これより

������
�

�
（７２）

および

������������
�

�
， ������������� （７３）

を得る．したがって，Störmer-Verlet 法の時間積分スキー

ムは次のようになる．

	���� （７４）


�����
�
�

��
��
���� （７５）


�����
�
�

��
��
���� （７６）

	�����
�
�
�
��
��

����
��

�

��
��
�������� （７７）

������
�
�
�
��
���	� （７８）

������
�
�

��
��
�	���

��
��
�	��� � （７９）

すなわち，このスキームは陽解法である．

調和振動子（��	����）の場合

	��	�����
��



� �������

より

��� ��
��

�
� ������� （８０）
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����� ��
��

�
� ���� ����

�
� ��� （８１）

この写像���������������によるエネルギーの変化は次式

で表される．

����
�
�����

�
�����

�
�����

�
�
��

�
�
��

�
� �������

�
��

�
�����

�
�����

�
��
��

��
����

� （８２）

図１に初期値�����������������および������の場

合の（８０，８１）式から得られた（a）：����，����の時間発展，

（b）：それらの厳密解からの誤差，（c）：位相空間�����上

の軌跡，そして（d）：エネルギーの時間変化を示す．注目

すべきことは，エネルギーは保存されないが，単調に増大

あるいは減少せずに，厳密値の周りで振動することであ

る．これはシンプレクティック写像の特徴であり，これが

長時間にわたって軌道を追跡することを可能にするとみな

される．

３．６ まとめと議論
時間間隔�を有限値に固定したまま基底関数族

������	�����の個数および標本点���	�����の個数（次数）�

を増大させたとき，作用積分	の極値（５１）が連続な場合の

作用積分の極値に収束すれば，Galerkin 時間積分法で作ら

れる一連の離散的な経路��
��
�は定理３よりHamilton

の運動方程式の解の標本点になる．この意味で，有限な�

の場合のGalerkin 時間積分法の収束性が保証される．その

次の数値解析学としての重要なテーマとして，具体的な時

間積分法の精度のオーダーおよびそれが生成する離散解の

厳密解からの誤差の挙動があげられよう．これについては

文献［３］およびそれに引用されている論文を参照されたい．

代わりにプラズマ物理学・核融合への応用の観点からコメ

ントを二つほど述べたい．本章で展開した離散Hamiton

力学は作用積分（２）を起点にしている．これは�����が正

準変数であることを暗黙に仮定していることになる．それ

ゆえ，非正準形式を使う荷電粒子の案内中心軌道解析に

は，そのままでは適用できず，非正準形式を正準形式に変

換することが必要になる．大域的な座標変換のできる場合

が文献［８］で論じられているが，非正準形式を正準形式に

局所的に変換して（この場合のほうが応用範囲が広いと予

想される）離散Hamilton力学を適用することは，まだ研究

されていないようである．また，離散Hamilton力学を多体

図１ Störmer-Verlet法で求めた調和振動子の離散解（h ＝ 0.01）．（a）：q(t)，p(t)の離散解．初期値は q(0) ＝ p(0) ＝ 1.0である．（b）：離
散解の厳密解からの誤差，（c）：位相空間(q, p)上の軌跡，（d）：エネルギーの時間変化．エネルギーは保存されないが，単調に増大
あるいは減少することなく，厳密値のまわりで振動する．
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�

系（interacting system（相互作用系））のシミュレーショ

ンに適用することは興味深いと思われる．もちろん，プラ

ズマ物理学における典型的な分野はPICシミュレーション

［９］であろう．これについては今後の発展を期待するとこ

ろである．
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Appendix
３．A：数値積分公式の補足
基底関数�����が条件（６２）を満たしているとする．関数

����の近似表現

������
���

�

���������� （A．１）

は，その値が標本点��においてもとの関数の値に等しいと

いう条件を満たす：

����������� （A．２）

このとき

�
�

�

��������
���

�

������
�

�

�������

��
���

�

������� （A．３）

であるので，関数 ����の定積分を

�
�

�

��������
�

�

��������
���

�

������� （A．４）

で評価すると，これは積分公式（３８）の重み��として

����
�

�

���� （A．５）

を選んだことになる．（A．４）式が数値積分公式として意味

のあるものにするために，����が特定の関数（たとえ

ば，定数関数とか低次の多項式）の場合に，公式が厳密な

積分値を与える条件を課すのが通常である．������の場

合，積分公式が

�
�

�

��������

を与えるためには，重み��が条件

�
���

�

���� （A．６）

を満たすことが必要である．これは，SPRK法が少なくと

もオーダー�の時間積分法であることを保証する条件であ

り［５］，SPRK法の適合条件（condition for consistency of

SPRK method）と呼ばれる．
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