
２．１ はじめに
LagrangianやHamiltonianを用いた解析力学［１］は，古典

力学をより数学的に洗練された体系へと進化させ，物理

学，工学等の科学の広範な分野で用いられている．解析力

学では，Lagrangianの時間積分として定義される作用積分

が停留値を取るという変分原理から運動方程式が導かれ

る．このように座標変数の取り方に依らない幾何学的な原

理に基づくため，解析力学は，多様体等の概念に基づく微

分幾何学［２，３］により，エレガントに定式化され［４］，座標

系や運動方程式の変換，対称性と保存則や摂動論等の取り

扱いを，微分幾何学的手法を用いて系統的に行うことが可

能となる．

本講座では，Lie 変換摂動法［５‐７］とよばれる手法によっ

て，Hamilton 系に対する基本１‐形式とよばれる，位相空間

変数と時間変数を座標変数とする������次元空間上の１

次微分形式を変形することにより，新たな位相空間座標変

数と簡単化された運動方程式を導出する手続きを解説し，

その応用例として強磁場下での荷電粒子の案内中心に対す

る運動方程式の導出過程を示そう．

荷電粒子に対するNewtonの運動方程式が６次元位相空

間中の軌道を与えるのに対して，磁力線の回りの荷電粒子

の速い旋回（ジャイロ）運動に関する平均化と磁気モーメ

ントの保存により得られる案内中心運動方程式は４次元位

相空間中の軌道を与える．磁気モーメントの保存から磁気

ミラーの概念が導かれることからもわかるように，案内中

心運動方程式は，磁場閉じ込めプラズマ研究分野におい

て，重要な基礎方程式の一つであるが，その厳密な導出は，

Lie 変換摂動法の格好の応用例にもなっている．後に述べ

るように，本講座で Lie 変換とよぶものは，微小パラメー

ターを含み，ベクトル場により生成される写像［Appendix

2.A の式（A．１８）‐（A．１９）参照］を指すが，正準変換摂動論

では，Hamilton ベクトル場［式（４１）参照］の場合に限定し

て，Lie 変換とよぶことが多い．本講座では，非正準変数の

座標変換の取り扱いに便利なように，文献［５，６］に倣い，よ

り一般のベクトル場の生成する写像を Lie 変換とよんでい

ることを断っておこう．ここで紹介する基本１‐形式に対す

る Lie 変換摂動法と案内中心運動方程式は，Littlejohn

［８，９］によって示されたものであり，これにより，位相空間

体積の不変性（Liouville の定理）等のHamilton力学の特性

を保ったまま，摂動展開の高次オーダーまで正確に，案内

中心座標変数と運動方程式を与えることが可能となった．

以下，本講座は次のように構成されている．第２．２節で

は，Hamilton 力学について復習し，正準変数と座標の時間

に関する導関数の関数として与えられる Lagrangian の時

間積分として作用積分を定義し，その作用積分に対する変

分原理から，Hamilton の運動方程式を導出する．第２．３節

では，正準変数でない場合も含むより一般的な位相空間変

数に基づいてHamilton力学を表現し，その例として，電磁
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場中の荷電粒子の運動を第２．４節において取り扱う．第２．５

節および第２．６節では，Lie 変換摂動法について説明する準

備として，多様体，微分形式，ベクトル場等の微分幾何学

の概念に基づき，Lagrangianの代わりに基本１‐形式を用い

て，第２．３節のHamilton 力学を定式化しなおすととも

に，多様体からそれ自身への写像に伴う座標系，ベクトル

場や微分形式の変換について述べる．その後，第２．７節で

は，Lie 変換摂動法による基本１‐形式の変形についての一

般論を展開し，その応用例として，第２．８節において，案内

中心運動方程式の導出を行う．最後に第２．９節において，ま

とめと他の関連研究について述べる．Appendix２．Aでは，

多様体，ベクトル場や微分形式に関する数学的補遺を，ま

たAppendix２．Bでは，案内中心座標のジャイロゲージ変

換についての説明を与える．

２．２ Hamilton の正準運動方程式と変分原理
Hamilton 力学［１，４］では，系の状態を表す正準変数とし

て，そ れ ぞ れ�個 の 成 分 か ら な る 一 般 化 座 標

�������������と正準運動量�������������を用い，系の状

態の時間発展を表すHamilton の正準運動方程式は，
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���������
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，
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���������
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， （１）

のように書かれる．ここで，関数��������はHamiltonian

とよばれる．Hamilton の正準運動方程式は，以下で示すよ

うに，変分原理から導くことができる．Lagrangian�を

������������������������� （２）

で与え，作用積分	を Lagrangian�の時間積分

	��
��

��

���������������������� （３）

として定義する．正準変数�����を座標とする��次元位相

空間における軌道�����������の仮想変位を考え，軌道の

変分�������������に伴う作用積分	の変分�	は，

�	��
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となる．ただし，ここでは，積分領域の両端において，

���������������と仮定し，����������������������

を用いた部分積分を行っており，また，�������に関して

２次以上の微小量は無視している．式（４）からわかるよう

に，Hamilton の正準運動方程式は，位相空間上で系が取る

べき軌道は作用積分	が極値を取る，即ち，�	��を満足す

るものであるという変分原理から導かれる．

２．３ 非正準変数によるHamilton 力学の表現
位相空間の座標を表すために，正準変数�����以外の変

数を用いる方が便利なこともある．このような非正準変数

の場合を含む，より一般的な座標変数を���
����������

で表そう．一般に，座標変数�は，正準変数�����および時

刻�の関数����������として表される．逆に，正準変数

は，�および時刻�の関数として，��������，��������

のように書かれる．これらを用いると，式（２）の Lagran-

gian は，��������の関数として，

�������������������������� （５）

のように表される［８］．ここで，������������������������
と������は，
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��
（６）

により与えられる．ここで，���	は，第２．２節の正準変数に

対するHamiltonian��������を意味する．

さて，位相空間上の系の軌道が満足すべき運動方程式を

変数�で表現するとどのようなものになるだろうか？ 変

数�によって表現された運動方程式を導くため，��個の常

微分方程式からなるHamiltonの正準運動方程式（１）に，変

数変換の式��������および��������を代入するのは一

般に煩雑な手続きであり，それよりもずっとエレガントで

便利な方法は，先に述べた変分原理を用いることである．

系が位相空間上で取るべき経路は�	��から決められると

いう変分原理は，座標変数の取り方に依存しない幾何学的

な主張であり，座標変数�に対する運動方程式は，式（５）に示

した Lagrangian を用いて，�	���
��

��

�������������������

から導かれ，次のようなEuler-Lagrange方程式として与え

られる．

�

��
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� ����

��
�� （７）

ただし，上式の導出において，積分領域の両端において

���������������であるという拘束条件が用いられてい

る．式（５）および（７）より，���������が�番目の座標変数


�に依存しないとき（言い換えれば，�と�がともに
�

に依存しないとき），�������
�
�が時間に依らない不変量

となることがわかる．これは，Noether の定理として知ら

れているものである．

ところで，任意の関数�����を用いて Lagrangian を

�	�������������������
�
��

（８）

のように置き換えてみても，Euler-Lagrange 方程式（７）

は変化しない．ただし，上式において，��������������

�������������である．���������������であることか

ら，��
��

��

��������������������
��

��

�	����������������とな

るため，Lagrangian�と�	のどちらを用いても�	��か

ら導かれるEuler-Lagrange 方程式（７）は同じものとなる

ことがわかる．
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Euler-Lagrange 方程式（７）は，
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のように書き換えることができる．ここで，
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とおいた．上式より，��������および

����
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���
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����

���
�� （１１）

が導かれる．式（６）を（１０）に代入すると，
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（１２）

が得られ，������
�����	は，Lagrange 括弧とよばれる．

さて，変数��と��の Poisson 括弧は，
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で表され，
����
��が成り立つ．ここで，式（１２）と（１３）を

用いると，
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������
� （１４）

が得られ，変数��������������の Poisson 括弧の成分から

なる�����反対称行列�
���は，�����反対称行列

�����の逆行列であることがわかる．任意の関数���と

����に対する Poisson 括弧は，
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���
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（１５）

により与えられ，	��
��	��
を満足する．任意の関数

���，����および����に対して，次の Jacobi の恒等式が

成り立つ．
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�� （１６）

Jacobi の恒等式（１６）を変数�の成分に対して書き表すと，
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のようになる．上式（１７）は式（１１）と（１４）を使って導くこと

ができる．特に正準変数�����に対して，式（２）より，

��
����������

���������������および ��
����������

���������������

となり，したがって，式（１０）あるいは（１２）より，
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であり，式（１４）より，正準変数間の Poisson 括弧は，
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のように な る．こ こ で，�����（for���），０（for

���）である．

式（９），（１４）および（１５）を用いると，変数��������������
に対する運動方程式は，
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のように表される．

��次元位相空間における体積要素は，正準変数�����

および�を用いて，

������������������
������， （２１）

と書かれ，Jacobian�は，
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で定義される�����の関数であり，式（１２）から

�	
�������
� （２３）

となることが示される．また，式（１１），（１４）および（２０）を

使うと，上式（２３）から
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が導かれる．ここで，���は，運動方程式（２０）の右辺で定義

される�����の関数であると見なす．上式（２４）は，式（２１）で

与えられる体積要素が式（２０）に従う運動に沿って変化しな

いことを意味し，いわゆる Liouville の定理を表す．

２．４ 電磁場中の荷電粒子の運動方程式
Hamilton力学系の例として，電磁場�����の下での質量

�，電荷�をもつ荷電粒子の運動を考えよう．電磁場

�����は，静電ポテンシャル	とベクトルポテンシャル

�により

����	��
�
��
��
， ����� （２５）

で定義される．正準変数�����で表したHamiltonian は，
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�
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�
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��� ������	����� （２６）

で与えられる．一方，よく用いられる位相空間変数

�����	�は，荷電粒子の位置ベクトル・速度ベクトルを表

すが，非正準変数であり，正準変数�����とは，

���， ���	��
�
������ （２７）

により，関係づけられる．非正準変数�����	�を用いて
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Lagrangian�およびHamiltonian�を表すと，
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のようになる．上式より，式（５）中の�の�‐および�‐成分

は，
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������， ���� （２９）

で与えられる．この�を用いると式（１０）で定義された��	
は，
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のように表される．ここで，

（�������������������������������）
	����
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� （３１）
（otherwise）

を用いた．また，式（３０）により与えられる成分を持つ行列

（��	）の逆行列を取ることにより，式（１３）に示した各 Pois-

son 括弧の成分 ��	�	����	
が，それぞれ，
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のように求められる．上式（３２）の Poisson 括弧と式（２８）の

Hamiltonian を用いると，式（２０）から非正準変数�������

に対する運動方程式が，
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��
��，

�
��
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���������

�
�
�������� � （３３）

のように導かれる．

２．５ 基本１‐形式によるHamilton 力学の定式化
本節では，第２．３節で述べたHamilton 力学を，微分形式

（Appendix 2.A 参照）を用いて定式化しよう．式（５）で定

義されたLagrangian�に対応して，位相空間と時間軸の直

積として与えられる������次元空間上の１次微分形式

（１‐形式）が，次のように与えられる［５，６］．
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この�は“基本１‐形式（fundamental 1-form）”あるいは

"Poincaré-Cartan form"とよばれ，����������������������

は������次元空間上の座標変数を表す．時間�は

������次元空間中の������番目の座標変数であり，上式

より�の�‐成分は�����である．また，作用積分�は，

������次元空間中の２点�������と�������を結ぶ経路�

に沿った�の積分として

���
�
� （３５）

のように表される．２点�������と�������を固定した経路に

沿った作用積分の変分が 
���となるとき，そのような

経路に対して運動方程式（２０）が成り立つことを第２．３節で

述べた．式（８）のように Lagrangian を変換してもEuler-

Lagrange 方程式（７）の形が変わらなかったことを思い起

こそう．このことを基本１‐形式�を用いて言い換えると，

任意の関数������により�を

������ （３６）

に置き換えても，
���から導かれる運動方程式は式（２０）

のままで変わらないということになる．

式（３４）の�の外微分として，������次元空間上の２次微

分形式（２‐形式）�が
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により与えられる［Appendix 2.A の式（A．３２）参照］．ここ

で，��	は既に式（１０）で定義されているものに等しい．時間

�を固定して考えると上式の

�	��
��	

��	��
����	 （３８）

の部分は，��������������を座標とする��次元位相空間上

の２‐形式を与え，Lagrange テンソルとよばれる．La-

grange テンソル�	の座標系��������������に関する成分

��	は，第２．３節で見たように，反対称性��	���	�を持ち，

式（１１）を満たす．式（１１）は，��次元位相空間上の２‐形式で

ある Lagrange テンソル�	が閉じている，即ち，�	の外微

分��	 が０となることを意味する［Appendix 2.A の式

（A．３２）参 照］．正 準 変 数���	�で は，式（１８）か ら，

�	�	
���
�
������

�のように表される．

第２．３節で見たように，�����行列���	�は，逆行列

���	�をもち，それに対しても反対称性 ��	���	�が成り立

つ．因みに，Lagrange テンソル�	のように，その成分が反

対称であり，かつ逆行列をもつ�����行列により表され

るような閉じた２‐形式を，シンプレクティック構造とよ

び，シンプレクティック構造をもつ��次元多様体をシン

プレクティック多様体とよぶ．また，シンプレクティック

構造�	をもつ��次元シンプレクティック多様体からそれ

自身への写像で，

��	��	 （３９）

を満足するものを正準変換（canonical transformation）あ
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るいはシンプレクティック変換（symplectic transforma-

tion）とよぶ．ここで，����は�による��の引き戻し（pull

back）を表す［Appendix 2.Aの式（A．３４）参照］．上式（３９）

よ り，正 準 変 換�は，�個（�������）の��の 外 積

�������を保つ，即ち，�������������������が成り

立つことがわかる．正準変数�����を用いてシンプレク

ティック構造を����
���
� ������

�のように表すと，�個

（�������）の��の 外 積 は，������������
���	��
�

���������������������のように表され，上述のこ

とから，正準変換は，��次元位相空間の体積要素

�������������������を保つことがわかる．

Lagrange テンソル��に対して，次式で定義される��

次元位相空間上の２階の反対称な反変テンソル場

���
���

���
�

�	�


�

�	�
��
���

���
�

�	�
�
�

�	�
（４０）

を Poisson テンソルとよぶ．また，��次元位相空間上の実

数値関数（スカラー場）
の微分�
と Poisson テンソル �

から，

�
���
��
���

���
�


�	�
�

�	�
（４１）

によって，��次元位相空間上のHamilton ベクトル場 �

が定義される．式（１５）で定義されたPoisson括弧は，上述の

Poisson テンソルやHamilton ベクトル場を用いて，

�
������
�������
���
� （４２）

と表すことができる．Poisson括弧を用いると，前述の正準

変換�とは，��次元位相空間上の任意のスカラー場
と

�に対して，

���
������
���� （４３）

を満足する写像であると言い換えることができる．ここ

で，写像�によるスカラー場
の pull back��
は，写像

として
と�を合成したもの��
�
��として定義される

［Appendix 2.A の式（A．１４）参照］．任意のスカラー場


に対するHamiltonベクトル場�
がつくる１パラメータ変

換群�����	���
�［Appendix 2.A の 式（A．１８）お よ び

（A．１９）参照］はHamilton 相流とよばれ，各パラメータ�

に対して，��は正準変換となる．

さて，��次元位相空間と時間軸の直積として与えられる


��	��次元空間上のベクトル場

���
���

��

��
�

�	�
	�

�

�
（４４）

を考えよう．ここで，このベクトル場 �は，��次元位相空

間上の軌道�����	������������の時間に関する常微分方

程式と，

�	�

�
������� （��������），

�
�
���� （４５）

によって関係づけられているとしよう．このとき，ベクト

ル場 �と２‐形式�の内部積［Appendix 2.Aの式（A．２８）参

照］をとると，

�������
���

��	��
	��

��	�

����	�	
	

��
���

�� �
���

��

�����	�
 �
�
�
	
��

�	�
� �

�
�

�
	�	�

��
���

��

��
�
�
�
	
��

�	�
� �� （４６）

を得る．上式（４６）より，

������������
���

��

���
�
�
�
	
��

�	�
� �（�������）（４７）

が導かれ，ベクトル場�と２‐形式�の内部積が０となるこ

とと，ベクトル場�が運動方程式（２０）を与えることが同値

となることがわかる．基本１‐形式
，その外微分���


と流体力学における速度場�，渦度�����（速度場の回

転）との対応関係によるアナロジーから，�����������
��

を満足する���	��次元空間上のベクトル場�の積分曲線

［即ち式（４５）の解の軌道］は，１‐形式
の「渦線」とよばれ

る．運動方程式（２０）は，変分原理����

�

��から導かれ

るものであったが，それは基本１‐形式の渦線の方程式でも

ある．

２．６ 多様体における写像に伴う座標系，ベクトル
場および微分形式の変換

次節において Lie 変換摂動法について述べる前に，本節

では，多様体における写像に伴う座標系，ベクトル場およ

び微分形式の変換について解説し，これらの変換に関わる

２つの解釈，即ち，passiveな描像とactiveな描像を紹介し

よう．直感的に言えば，passive な描像とは，多様体におけ

る与えられた写像によって座標系が変換されることである

のに対して，active な描像とはベクトル場や微分形式が変

換されることである．筆者の感じるところでは，この２つ

の描像は非常に重要な基本的概念であるにもかかわらず，

文献によっては，これらに対する適切な説明がないため

に，ベクトル場や微分形式の成分表示に対する解釈やそれ

らの表記法に，誤り（もしくは不明瞭さ）がしばしば見受

けられる．これらの描像を正しく理解することにより，次

節において，Lie変換摂動法によって何が変換され，何が求

まるのかを正しく解釈することができるようになるであろ

う．

� を�次元の多様体とする．�を� から� 自身への

微分同型写像とする（�は� から� の上への１対１写像

で，�とその逆写像���はともに連続で微分可能である）．

������������� （４８）

多様体上の２つの座標系	と	を考えよう．
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�：��������������������������

�：�������������������������� （４９）

Appendix 2.A で述べるように，一般には，多様体の座標系

は局所的に定義されるものであるが，ここでは，説明を簡

単にするため，座標系�と�は，多様体の全領域上で定義

されているものとする．さて，座標系�は，座標系�の写

像�によるpull backとして定義しよう［Appendix2.Aの式

（A．１４）参照］．即ち，

���	�
���

�������	�����
�������

��������	������
��������（�������） （５０）

が成り立つものとする．さて，多様体� 上の任意の関数

������������ （５１）

を上記の２つの座標系�および�により，それぞれ，�

変数の空間��上の関数

�	���
��
����������	�
��� （５２）

および

�	���
��
����������	�
��� （５３）

を用いて表現してみよう．�上の関数 �の座標系�，�によ

る表現	，	とは，

�����	�������	������ （５４）

を満足するものである．上式（５４）において，�を������

に置き換えると，

������
	
�����
����������	������ （５５）

を得る．式（５４）と（５５）より，�変数の空間��上の関数	
に対して２つの解釈が成り立つ．式（５４）は，��上の関数
	が座標���	�で�上の関数 �を表現していることを意

味する．これは，写像�による変換を受けたのは座標系の

方であり（�は�の�によるpull back），passive な描像と

よばれる．passive な描像では，	�
�の独立変数
は，座

標�の取る数値����である．一方，式（５５）では，	は座標

�において関数�����	�（���による �のpull back）を表現

している．この場合，写像�による変換を受けたのは関数

の方であり，active な描像とよばれる．active な描像では，

	�
�の独立変数
は，座標�の取る数値����である．

次に，多様体�上の任意のベクトル場�を以下のように

座標系�と�で表現してみよう．

���
�

�����
�

���
��

�

�
�
���

�

���
（５６）

ここで，

�
�
�����������

�� （５７）

は，多様体上の点�において，座標系�で表したベクトル

場�の成分��������は，ベクトル場�を微分作用素とし

て��に作用させて得られるものであることを意味し［Ap-

pendix2.Aの式（A．７）参照］，passiveな描像による��の解

釈であり，���
�の独立変数
は，座標�の取る数値

����であると見なされる．また式（５６）におけるベクトル場

�の二つの表式より，

�
�
��������

�

���

���
� �

�

��������

���	��������
�� （５８）

という関係が得られる［Appendix 2.A の式（A．１６）参照］．

さらに，上式において，�を������に置き換えると，

�
�
���������	�����

�� （５９）

となる．上式は，��������は，多様体� 上の点�におい

て，座標系�によって表されたベクトル場�	�（写像�

による�のpush forward）の成分であることを意味し，ac-

tive な描像による ��の解釈であり，���
�の独立変数


は，座標�の取る数値����であると見なされる．

今度は，多様体� 上の任意の�次微分形式（�‐形式）�

を以下のように座標系�と�で表現してみよう．

�� �
�������

��
�
��������

�
������

� �
�������

�����������
������� （６０）

ここで，

���������������
�

����
� �

�

���
�

����
� �

�

� � （６１）

であり［Appendix 2.Aの式（A．２５）参照］，������������が，

多様体上の点�における�‐形式�の座標系�に関する成分

であることを意味する．これは passive な描像による

������の解釈を与え，��
�
����
�の独立変数
は，座標�

の取る数値����であると見なされる．また，式（６０）の二つ

の表式より，

���������������
�

����
� �

�

���
�

����
� �

�

� �
� �
�������

����

����
� �

�

�
����

����
� �

�

������������

�������
	
������

�

����
� �

����

���
�

����
� �

����

� � （６２）

が得られる［Appendix 2.A の 式（A．１６）（A．２７）および

（A．３４）参照］．上式において，�を������に置き換える

と，

����������������
���

	
���

�

����
� �

�

���
�

����
� �

�

� �（６３）
を得る．上式は，��

�
���������が，多様体上の点�におけ

る�‐形式�����	�の座標系�に関する成分であることを

意味する．これは，active な描像による������の解釈を与
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え，���������の独立変数�は，座標�の取る数値����

であると見なされる．

２．７ Lie 変換摂動法による基本１‐形式の変形
本節では，Lie 変換摂動法による基本１‐形式の変形［５，６］

について解説しよう．前節で説明した写像と座標変換の関

係を踏まえて，第２．５節で述べた基本１‐形式�を次式のよう

に２つの座標系�と�で表してみよう．

���
�

�������
���

�

�������
� （６４）

座標系�で表した基本１‐形式�の成分は，

�����������
�

���
� �

�

� � （６５）

であり，座標系�で表した�の成分は，

�����������
�

���
� �

�

� � （６６）

となる．上式は前節で述べた passive な描像を表し，関数

�����は，座標���
�
�によって表現された基本１‐形式�

の（�番目の）成分であると解釈され，この場合，��が依

存する変数�は座標�がとる数値����を表す．上式は，次

のように書き換えることができる［式（６２）参照］．

����������
�

���

���
� �

�

��������

�������
�
��
����

�

���
� �

����

� � （６７）

ここで，�を������に置き換えると，ただちに，

������������
���

�
���

�

���
� �

�

� � （６８）

を得る．上式は前節で述べた active な描像を表し，関数

�����は，�
��による基本１‐形式�の pull back �������

を座標�によって表現した場合の成分であると解釈され

る．この場合，��が依存する変数�は座標�がとる数値

����を表す．

以上に述べたことから，変換された座標系�����によ

る１‐形式�の成分表示は，変換された１‐形式���������

の座標系�における成分表示に等しく，これらはともに

�����������������で与えられる．基本１‐形式が記述する系

において，座標変数が満たす運動方程式は，式（２０）でみた

ように，その座標系によって表現された基本１‐形式の成分

によって完全に決定されるから，１‐形式���������が記

述する系における，座標系�に対する運動方程式は，１‐形

式�が記述する系における，座標系�����に対する運動方

程式と同じ形になることが結論づけられる．さらに，式

（３６）で示した基本１‐形式の変換によって，基本１‐形式から

導かれる運動方程式は変わらないことを思い起こそう．し

たがって，基本１‐形式�を次のような１‐形式

�������
�
���� （６９）

に変換したとき，上式（６９）で与えられた１‐形式�から導か

れる座標系�に対する運動方程式は，もとの１‐形式�から

導かれる座標系�����に対する運動方程式と同じ形であ

るということになる．もし，ある写像�とスカラー関数

�により，式（６９）のような変換から導かれた１‐形式�の座

標系�に対する成分表現�����������������が都合のよい単

純な形をしていれば，その成分表現から導かれる運動方程

式，即ち元の１‐形式�における座標系�に対する運動方程

式は，解くことが容易になる．例えば，��������������が，

ある座標��に依存しないようになっていれば，Noether

の定理より直ちに，��が運動の不変量となり，解くべき運

動方程式の数を減らすことができる．その例が，第２．８節で

述べる磁場中の荷電粒子の案内中心運動方程式である．以

上に述べた基本１‐形式と運動方程式の変換に対する解釈

が，以下に述べる Lie 変換摂動法とそれに伴う運動方程式

の簡約化の手続きの根底にあることを注意しておこう．

さて，写像�が，

���������， （７０）

のように一連の写像��（���������）の合成として表され

る場合を考えよう．ここで，��は，ベクトル場	�を用い

て，以下のように Lie 変換として与えられるものとする

［Appendix 2.A の式（A１９）参照］．

�������	
�
	�� （７１）

写像��による push forward �����（写像��の微分とも

よばれる）および pull back �����は，それぞれ，

������	����	
�

�����	
��

	�

�
�
��

�
��

����
�
�	���	�
�����	
��

	�

�
�
��

�
�� （７２）

のように表すことができる．上式において，
�はベクトル

場	�に沿ったLie微分を表し，pushforward �����の表式

の中に現れる
�はベクトル場 �に対して作用し，


���		���
�	����	� （７３）

のようにベクトル場	�と�の交換子（Lie括弧）により定

義される［Appendix 2.A の式（A．１１）参照］．一方，pull

back�����の表式の中に現れる Lie 微分
�は，微分形式

�に対して作用し，


�����	��������	��� （７４）

のように，内部積��	��と外微分により表される［Appendix

2.Aの式（A．３７）参照］．式（７０）で与えられる写像�の逆写像

�
��，push forward ��，そ の 逆����������������

��，

pull back��およびその逆������������������は，それ

ぞれ，次のように表される．

�
�������

��
����

��
����

��
�，
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�������������������，

��
��������

��
�����

��
�����

��
�，

�
������

�
����

�
����

�
�，

�
���������

���
����

���
����

��� （７５）

写像�による座標変数�のpullbackとして得られる座標

変数�����は，パラメータ�によって，次式のように展開

される．

����������
�
����

�
����

�
��

���������
�
���� （７６）

ここで，�に関して０次，１次および２次のオーダーの�

の 成 分 は，微 分 作 用 素 と し て の ベ ク ト ル 場��

（�������）を用いて，以下のように表される．

����

������

���
�

�
����

�
���� �� （７７）

式（６９）における�，�および�を�に関して以下のよう

に展開しよう．

����������
�����，

����������
�����，

����������
�
���� （７８）

すると，式（６９）は，�に関する各オーダーごとの式として，

���������

��������������

�����������
�

�
����

�
���� ������� （７９）

のように書き換えられる．さて，Lie 微分��に対する表式

（７４）の第２項は，微分の形となっているため，上式（７９）に

おける��のこの微分項の寄与は全て���の中に押し込め

ることができる．したがって，今後は，微分形式に作用す

る��の定義として，

����������� （８０）

を採用することにする．上式（８０）に従って，式（７９）から

��を計算しても，それは，式（７９）中の��を変化させたもの

と見なすことができ，����やそこから導かれる Poisson

括弧式や運動方程式には影響しない．式（８０）を用いると，

例えば，１‐形式���������に対して，

������������
�

���
� ���

�

����
	 ���
��	
�
��	
���

� � （８１）

となる．上式には，�����	
���のような����	の偏微分項

が現れず，式（７４）で定義される��に比べて計算量が軽減

される．

２．８ 磁場中の荷電粒子に対する案内中心変数と
案内中心運動方程式
本節では，前節で示したLie変換摂動法に従って，磁場中

の荷電粒子に対する案内中心変数と案内中心運動方程式の

導出を行う［８，９］．

２．８．１ ドリフトオーダーリング

第２．４節で扱った電磁場中の荷電粒子の運動に対するLa-

grangian と Hamiltonian の表式（２８）において，微小量を表

す摂動展開パラメータ�を導入し，

	



������	���

	



�������

	������		������� （８２）

のような置き換えを行おう．すると電磁場中の荷電粒子の

運動を記述する基本１‐形式�は，

�� ���
	



����������� �
�����，

�
�

�
����

�
�	������� （８３）

のように書かれる．この基本１‐形式から導かれる運動方程

式は，式（３３）の中にパラメータ�が入ったものとなり，

��

��
��，

�
��

��
�	�����������

	



��������� （８４）

で与えられる．上式において，����������������およ

び

	���������	��������
	




��

��
������ （８５）

である．上に示した電場の表式において，

���� （８６）

により定義された時間変数�と�
�����
��という関係式を

用いた．式（８３）のHamiltonian において，運動エネル

ギーとポテンシャルエネルギーの大きさは同程度のオー

ダーであると見なされる．

	����� （８７）

一方，式（８４）からわかるように，磁場による Lorentz 力の

大きさは電場によるそれよりもずっと大きく，�は前者の

大きさに対する後者の大きさの比のオーダーを表すと解釈

され，

��

�

��
�

�

���
�
�
�

	��
�


�
（８８）

を得る．ここで，�は�や�等の背景場の空間変化のスケー

ル長を表し，式（８８）の導出において，式（８７），���
�およ

び��
�
�	��を用いた．は磁場中の荷電粒子の旋回

（ジャイロ）運動の半径の大きさの程度を表す．式（８８）は，

摂動展開パラメータとして用いられる�が，ジャイロ半径
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と背景場の空間変化スケール長の比のオーダーを表すこと

を意味し，式（８２）による�の導入が，いわゆるドリフト

オーダーリング�������の近似を用いることに対応して

いることがわかる．また，式（８５）では，電場に対する静電

ポテンシャルの勾配とベクトルポテンシャルの時間微分そ

れぞれの寄与の大きさは同程度であると見なされ，背景場

の変化の時間スケールを��で表すと，式（８５），（８７）と（８８）

から，

���
��

��
�
���

�

��	
��

�

�
� �

��
�

	
������� （８９）

となる．上式において，�����������を用いた．式（８９）

からわかるように，ここでは，粒子がスケール長�を通過

する時間（transit time）������	に比べると，背景場の変化

の時間スケール��は���倍程度長いと見積もられてい

る．因みに，磁場閉じ込め核融合プラズマの輸送理論では，

背景場の変化の時間スケールはさらに長く，������と仮定

され，これは輸送オーダーリング［１０］と呼ばれるが，その

場合，電場におけるベクトルポテンシャルの時間微分の寄

与は，静電ポテンシャルの勾配に比べ，�倍程度の微小量

と見なされる．一方，プラズマ乱流を扱うジャイロ運動論

等において，電磁場の乱流揺動成分の変化の時間スケール

は transit time���程度であると仮定される［１１］．

２．８．２ 座標系
�	��	
���	����

ここで，式（８３）で示した電磁場中の荷電粒子の運動を記

述する基本１‐形式が定義された７次元空間の座標系とし

て，
�	
	�	������	��	
���	����を導入しよう．�は粒子

の位置ベクトルであり，�は式（８６）で定義された時間変数

である．時刻�において，空間点�ごとに正規直交基底ベ

クトルの組	��������を設ける．ただし，�は磁場方向の単

位ベクトル�����	������である．磁場に平行な方向の

速度成分を	
����とおき，磁場に垂直な方向の速度ベク

トル成分�����	
�の大きさを	������で表す．��方向

の単位ベクトルを�����	�とし，これを用いて，新たに正

規直交基底ベクトルの組		�����を設ける．このとき，

	����は荷電粒子のジャイロ半径ベクトル方向の単位ベ

クトルになる．ジャイロ位相�は，	と��がなす角として

定義され，		���は	������と以下の関係によって結びつけら

れる．

	���	����	
����，

���	
�������	��� （９０）

速度ベクトル�は，座標変数
�	��	
���	����を用いると，

��	
�	�����	��	������

�	
�	�����	��	
����	�������	���	����� （９１）

のように表される．座標系
�	��	
���	����において，式

（８３）で示された基本１‐形式
は次のように表される．


��
	


		
��

	����
	��
	��


	��
�

�
�	��������

�
�
�		




��	�
�����	����� ���


	���� 	
�	�����	��	����� ���� （９２）

２．８．３ 予備的な Lie 変換

前節で導入した座標変数
�	��	
���	����から次節以降

で導かれる最終的な案内中心変数へ変換を行う途中段階と

して，次式で与えられる予備的な Lie 変換を行う．

�
	������	��	��� （９３）

ここで，ベクトル場�	��は，

�
	����

��	�

��
	���


�

��
� � （９４）

により定義され，座標系
�	��	
���	����に関する�
	��

の成分は，それぞれ，

	�	���
�
��

��	�

��	����
		����，

	�	���
�
�	�	���

�
�
	����， （９５）

	�	���
	

�	�	���

	��	�	���
�
�

で与えられる．ここで，
はジャイロゲージ変換［Appen-

dix 2.B 参照］に関わるベクトルであり，Appendix 2.B の式

（B．２）で定義される．上式で定義された�	��は，ジャイロ

ゲージの選び方によらない形をしていることがわかる

［Appendix2.Bの式（B．６）参照］．写像�	��による座標変数


�	��	
���	����の pull back により得られる座標変数



	���	�	���

�

の各成分は，それぞれ，

�
	���	�	���

�
�����

��	�

��	����
		������	���，

�	���	�	���
�
�����	�	���

�
�
	������	���，

	



	��
�	�	���

�
	
�	
，

	�
	��
�	�	���

�
	��	�，

�	���	�	���
�
��� （９６）

となり，�成分と�成分以外はもとのままであり，�につい

て１次のオーダーでは，�	��と�の差はよく知られたジャ

イロ半径ベクトル	��	�����	で与えられており，�に関す

る２次以上の高次項を除けば，�	��は従来よく用いられる

案内中心の位置ベクトルを表していることがわかる．

さて，第２．７節で解説した手順に従い，	�	�����による

１‐形式
の pull back は，


����	����
��
���

��

�

��
	�� （９７）

のように表される．１‐形式の変換式（６９）の右辺にあったス

カラーの微分項��に対応するものは���
やそこから導

かれる運動方程式には影響せず，上式（９７）では省略されて

いる．また，式（８０）で説明したように，上式（９７）における

微分演算子�として，

���	�
	���� （９８）

を用いることとする．�による摂動展開の最低次では，１‐

形式は変わらず，
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����������
�

�
����������

�
�
���

�

���	
����������� ���

（９９）

となる．次のオーダーでは，

�������������
���

���������
���	

�
����� （１００）

であり，式（９２）の����の中のジャイロ位相に依存する項

��	�が消去されたが，代わりに����にはジャイロ位相依存

性をもつ項����	��������が現れた．式（９７）中の����は，

���������
����

�
�
��
�������

�

��
���
���，

��
���
��
�
�
��	
�

���

������������

�
�
�
����	

��

������������������，

�
�

���
�
�
�
��	
�

���
，

��
�

���
���	

���
�� （１０１）

で与えられる．ここで，��
���の表式は以下では必要としな

いので省略した．�のさらに高次成分である����は，

�����
�
�
��
������

�
�
��
�������

�

��
���
���，

�
�

���
��
�
�
�
�
�	
�

�
�
�
�
�	

�
���������

��

�
������� �，

��
�

���
���	

���
�� （１０２）

のように表される．ここで，��
���，��

���および��	��	�	�

の表式は省略する．

式（１０１）にお け る�‐成 分 で あ る�
�

���
�����	

�������

は，よく知られた磁気モーメントの表式����	
������と

定数����の積となっていることに注目しよう．もし，�

のすべての成分が，�に依存していなければ，第２．３節で述

べたNoether の定理より，�から導かれる運動方程式に対

して，����	
������が不変量となる．ところが，式（１００）

－（１０２）に示された�の成分の中には，ベクトル�や�を通

して�‐依存性が残されており，写像
���による変換だけで

は，����	
������の保存する運動方程式が得られない．

因みに，これまでの段階で既に得られている��［式

（９９）］，��［式（１００）］および��［式（１０１）］までを残し，さらに

その中で��
���，��

���および��
���を無視するだけでも，�‐依存

性をもつ成分がなくなり，その結果，通常最もよく用いら

れていいる形の Littlejohn の案内中心運動方程式を与える

基本１‐形式

�

�
������������ ���������	�

���
��

�
�
�
���

�

���	
����������� ��� （１０３）

が得られる（上式では，	��，���と置かれている）．しか

しながら，より高次の精度をもつ案内中心運動方程式を求

めたり，また案内中心変数を粒子変数から，より正確に定

義するためには，次節に示すように，Lie変換を用いて基本

１‐形式の各成分からジャイロ位相をさらに除去していく必

要がある．

２．８．４ ジャイロ位相に対する依存性の除去

第２．８．３節で予備的な Lie 変換
���により基本１‐形式�

から得られた１‐形式�をさらに式（６９）にならって以下のよ

うに変換しよう．


��
���
�
���� （１０４）

目標は，座標系�����������	���に関する
の成分が�‐依

存性をもたなくなるようにすることである．ここで，写像


は以下のように一連のLie変換
	（	��������）の合成

として表されるものとする．


��
�
�
�， 
	�
���	
	
	� （１０５）

ところで，ベクトル場	（	������）は，第２．８．３節の


���と同様に，�‐成分をもたない（	

�������
�
��）とす

る．これは，写像
���と
��
�
�
�の合成による座標系

�����������	���のpullbackとして最終的に定義される座標

系���

������の時間成分が�

��������のように，元

の時間変数�のままで変わらないようにするためである．

式（１０４）の変換により得られる１‐形式
は，	によって

次式のように展開される．


�	���
	��

�

		
�	� （１０６）

	に関して最低次のオーダーでは，


�������������

（１０７）

�
�

�
����������

�
�
���

�

���	
����������� ���

のように，
���，����および����は一致する．
���の座標系

�����������	���に関する各成分は，ジャイロ位相に依存し

ないことに注意しよう．次のオーダーでは，


������������
�����������

�


�
���
��� （１０８）

となる．上式中の��������を規定するベクトル場�
や����をどう選ぶかには任意性がある．ここで，簡単な選

択は������および
�

���となるような�を選ぶことで

ある．すると，座標系�����������	���に関する

���の各

成分は，


�
���
�����，


��
���
�


�

���
�
�	

���
��，


�
���
�
���	

�
��������

�
����	�

�	 （１０９）
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で与えられる．上に示された����の各成分の中で�を含ん

でいる��
���以外の成分の表式には，ジャイロ位相�に対す

る依存性が含まれていない．��
���から�‐依存性がなくなる

ように，�
�

�
�と�

�

��を選ぶ必要がある．これらの選び方に

ついては，また後に述べよう．

２次のオーダーの１‐形式����は，以下のように表され

る．

�������������
����

�

�
�
�

����� �����������

��
�

��
���
��
� （１１０）

�
�����とおくと，��

���を除く����の各成分は，

��
���
��
��

�
��
�

�	

����	
�	���� �

�
��
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����
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��
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���
�
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�
���
�

�	

（１１１）

となる．

さらに３次のオーダーの１‐形式����は，

�������������
����

�

�
�
�

����� �����

� �
�

�
�
�

���������� �����������

��
�

��
���
��
� （１１２）

で与えられる．ここで，��
���と��

���を除く����の各成分は，

���
���
���	�
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��
�����

���

�
�
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��
�
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�
�
��
�
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�
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�
�

��
�����

���
（１１３）

となる．

以上の式（１０９）の最後の式，（１１１）の最初の式および

（１１３）を用いて，��
���，��

���，���
���，�

�

���，���
���から�‐依存

性がなくなるという条件を満たすよう，�
�

�
�，�

�

�，�
�

��，

�
�

�および����を選ばなければならない．しかし，この条件

だけでは，これら�，�の成分や����を唯一通りに決定す

ることはできない．ここでは，�を最も単純な形にするた

め，

���
���
��

�

���
����

���
�� （１１４）

という条件を追加しよう．Appendix２．Bの式（B．８）で示さ

れるように，ジャイロゲージ変換に伴い，１‐形式の�‐成分

は変化するため，ジャイロゲージの取り方によらず，

��
���
��と要請することはできない．Littlejohn が「標準案

内中心変数（standard guiding center variables）」と称する

場合に選択した条件は，

��
���
��
�
�
���
�

�	

� （１１５）

とおくことである．これは，ジャイロゲージの取り方によ

らない形になっている［式（B．９）参照］．式（１０９），（１１１），

（１１３）‐（１１５）を用いると，��
���の表式，

��
���
��
��

�
����

�

�	

��	
�� （１１６）

および�
�

�
�，�

�

�，�
�
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�

�，����に対する表式，
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（１１７）

が導かれる．Littlejohn は，�に関するさらに高次のオー

ダーにおいて，

��
���
�� （���）

���
���
��

�

���
����

���
�� （���） （１１８）

を満足す る��
�
�，��

�，��
�
������，��

������お よ び

�
��������が存在し，それによって標準案内中心変数が定

義できることを示した．標準案内中心変数を採用すると，

�に関するこれらの高次オーダー解析の１‐形式�に対する

影響は，��
���
�����のみに（換言すればHamiltonian の高

次の補正項として）現れるだけであり，�の他の成分およ

びそれから決まる座標変数間の Poisson 括弧はさらなる高

次オーダー解析によっても変化しない．

２．８．５ 標準案内中心座標で表された基本１‐形式と運動方

程式

第２．８．１節で与えられた電磁場中の荷電粒子に対する基
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本１‐形式�は，次式が示すように，第２．８．２および２．８．３節

で述べた Lie 変換により，１‐形式�へと変換された．

���������
���
������

�

�������
� （１１９）

上式を書き換えると，

���������
�
������

��
�

�������
����� （１２０）

となる．ここで，�������������，�����������������

および���������	����������	�である．第２．６および

２．７節で解説したactiveおよびpassiveな描像の観点からす

ると，式（１１９）は active な描像に従い，�����は，１‐形式

�の座標系�����

���
����に関する成分を表すことを意

味し，式（１２０）は，同形の関数である�����が，１‐形式�

の座標系�������������������	���に関する成分で

あるというpassiveな描像を与える．以下では，後者のpas-

sive な描像に従うことにして，第２．８．４節の結果を用いる

と，�����の成分が以下のように表される．

���	
���
�
�����	

��	�

���
�

����	 ��

���	
��	�

���

����	
��������	���

��	��
�
�
����	����
������

��	
���	�

���
������� �	�� （１２１）

上式において，�，�，�および�は，�����の関数と見な

される．

ここからは，座標変数	 の代わりに，磁気モーメント

��	����を用いることにし，最終的な標準案内中心座

標系として�����������を採用することにしよう．式（７６）

‐（７７）を参考にして，第２．８．３および２．８．４節で導かれたベ

クトル����および��の各成分を用いると，標準案内中心

変数���������は 粒子座標変数���

���
��によって以

下のように表される．

����	
�
�
��

�

�	�
���

��
�

�
�

��	
������




�

��
������� ���

��

�
�


��
��������	���	��

�


�

��
�����	�� ���

���		�

��

�	��



���	��

����	�
�
�
��

�������
�

�� ����	��

��
	�

�������

�

�

�

�������
�	
��

�
�
�
�
��

���
��
�



�

�

���
�	����	�	�����

�





�
�

��
��������


�
	

��	
���������	�� （１２２）

上に示した�，�に対する表式の右辺および�に対する表式

の最右辺において，�，�および�の値は�����において評

価され，また�と	は�������の関数と見なされる．

標準案内中心座標系�����������では，式（１２０）の基本

１‐形式は次のように書ける．

��	��
�
�
�
��������������	

�
�
����	��������������

（１２３）

ここで，運動方程式に影響しない��の部分は落としてあ

る．また，

�
������������������	

�
�
��������	�

��

��
�������

（１２４）

とおいた．式（１２３）から，案内中心座標系�����������にお

ける Lagrangian およびHamiltonian は，それぞれ，

� ������
��
��
�
��
��
�	�� 	

�	��
�
�
�
�����������

��
��
�	
�
�
�
��
��
�	������������

（１２５）

�����������
�
�
������������
�����

�	
���

��
���������	��（１２６）

のように与えられる．式（１０）および（１２３）を用いると，案内

中心座標系�����������に関する Lagrange テンソルの

各成分���が求められ，その中で０でないものは，

����
�	��

�
�
�
���

	

	����
� （�������	）

�����������

���������	
�
�
�

����������	
�
�

（１２７）

となる．行列�����の逆行列を求めることにより，Poisson

括弧の各成分 �����������は計算され，その中で０でな

いものは，

��������	
�
��



��
���	

	���� （�������	）
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�������������
�
�

��
�

�

��������������
�

��
�

����

��������������
�
�	�
��

�

�

����������������
�

��
（１２８）

となる．ここで，��および�
�

�は，

�
�
�������������
��������

�
�

�
�����������
��������	�
���� （１２９）

によって定義される．上式において，勾配作用素�は案内

中心の位置ベクトル�に関する微分������として定義さ

れるものとする．また，式（２３）と（１２７）を用いると，位相空

間変数
����から
��������への変数変換に伴うJacobian

は，

�����
�
����

�
��������
� ����

�

�
（１３０）

で与えられ，これは式（２４）に示したLiouville の定理を満た

すことが保証されている．

式（２０）および（１２３）より，案内中心座標変数の運動方程

式は，

��
	

�

��
��

	

��
���	�����	���	

�

�

���

��
（１３１）

から導かれ，式（１２６）および（１２８）を用いると，各変数に対

して

��

�

�
�

�
�

� �
�
�
�����

�

�
���	�� �� �

��

�

��

�
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��
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�	�����	
�
 �

��
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����
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�

�

�	�����	

��

�


��

�

�� （１３２）

のように表される．上式に現れる��や	�は，

�
����

�

��
�
�	����

	
����	��

�

�

���

��

	��	�
��

��
���
�	���� （１３３）

によって定義される．上式（１３２）‐（１３３）では，摂動展開パラ

メーター�が陽に現れているが，実際に数値計算等を行う

ときは，���，��
と置けばよい．案内中心運動方程式

（１３２）の右辺はジャイロ位相
に依存せず，�は定数パラ

メーターとして取り扱うことができ，結局，Lie変換による

基本１‐形式の摂動展開を行うことにより，電磁場中の荷電

粒子の６次元位相空間変数
����に対する運動論的方程式

系（８４）は，磁気モーメント�をもつ案内中心の４次元変数


����に対する常微分方程式系に置き換えられた．

ところで，第２．８．４節において説明したように本講座で

用いた標準案内中心変数では，式（１１４）‐（１１６）が成り立つ

ように定義されているが，他によく用いられる案内中心変

数では，式（１１５）‐（１１６）の代わりに，

��

��
��

��

��
��
�
�
���
�

���



��
�
�
���
�

���
�
�

�

�	������ � （１３４）

を要請することにより定義される［式（１１４）に示した条件は

そのまま変わらず用いられる］．これに伴い，粒子座標変

数から案内中心変数への変換公式は，若干修正される．こ

のようにして新たに構成された案内中心変数を用いると，

基本１‐形式［式（１２３）参照］や Lagrangian［式（１２５）参照］に

現れる��は，式（１２４）において，�を
���
�

�	�����

に置き換えることにより定義される．また，Hamiltonian

は，式（１２６）において，�
��の項
��������
�	����を消
去したものに置き換わる．その結果，式（１２７）‐（１２８）に示し

たLagrangeテンソルおよびPoisson括弧の成分の表式や運

動方程式（１３２）においても，�は
に置き換わり，式（１３２）

や（１３３）において，Hamiltonian の�
��の項に由来し，
����
，��や	�の表式に現れる
�	����に比例する項は

消え去る．

２．９ おわりに
本講座では，Hamilton力学の基礎となる基本１‐形式に対

する Lie 変換摂動法の適用法について述べ，プラズマ物理

における重要な応用例として，強磁場下での荷電粒子に対

する案内中心方程式の導出過程を示した．この方法の便利

な点の一つは，Hamilton力学に従う系に対して摂動法を適

用するにあたって，正準変数でないものを含む，より一般

的な位相空間変数を用いることができるところにある．

Lie 変換を用いることにより，原理的に摂動展開の任意の

オーダーまで，基本１‐形式からジャイロ位相依存性を系統

的に除去し，磁気モーメントを含む案内中心座標変数を正

確に定義し，高精度の案内中心運動方程式を導くことが可

能となった．あるオーダーで打ち切っても基本１‐形式に基

づくので，Hamilton 力学に従い，位相空間体積不変性

（Liouville の定理）等の性質を維持し，また，磁気モーメン

トの保存の例のように，Noether の定理に基づき対称性か

ら直ちに保存則を導くことができる．他の保存量の例とし

て，背景電磁場が時間に陽に依存しない場合にHamilto-

nianが表す荷電粒子の運動エネルギーと静電ポテンシャル

エネルギーの和や，トカマクのような軸対称磁場配位にお

ける正準トロイダル角運動量が挙げられる．

トーラス磁場に閉じ込められた高温プラズマの荷電粒子
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がクーロン衝突散乱することにより引き起こされる新古典

輸送［１２］は，大きな平均自由行程をもつ粒子の案内中心軌

道の幾何学的形状に強く影響され，新古典輸送の理論シ

ミュレーション研究に案内中心の運動方程式は欠かせな

い．トーラス磁場における荷電粒子に対するBoozerの案内

中心方程式［１３］は，Hamilton正準方程式の形をとるものと

して知られているが，トーラス磁場に対するBoozer磁気面

座標［１４］を用いて，本講座で扱った Littlejohn の基本１‐形

式を書き換えることにより，容易に導くことができる

［１５］．

上述の案内中心方程式やまた新古典輸送理論では，電磁

場が時間的にも空間的にもゆっくり変化するものと仮定し

てきた．しかし，プラズマの背景密度や温度の勾配等によ

り駆動される微視的な不安定性が乱流状態を生み出し，新

古典輸送よりも大きなプラズマ乱流輸送を引き起こす．こ

のような微視的不安定性や乱流輸送を扱うのがジャイロ運

動論である［１１，１６，１７］．プラズマの微視的な乱流揺動を取

り扱うため，Littlejohn の基本１‐形式に微視的な揺動電磁

場を加えたものを出発点とし，Lie変換摂動法を用いて，乱

流揺動の存在する場合においても保存するような磁気モー

メントを含む位相空間変数（案内中心変数と区別してジャ

イロ中心変数とよばれることがある）およびそれらに対す

る運動方程式が導かれている．近年，磁場閉じ込めプラズ

マ乱流輸送の研究のため，大規模なジャイロ運動論的シ

ミュレーションが精力的に行われている［１８‐２０］．

以上の例では，荷電粒子の運動を記述する基本１‐形式あ

るいはLagrangianと運動方程式を扱ってきたが，荷電粒子

の運動が生み出す電磁場に対する方程式も変分原理により

導くため，粒子と電磁場の系全体を記述する Lagrangian

に基づくジャイロ運動論的な場の理論が構築され，それに

基づいて，系全体のエネルギーや運動量の保存則あるいは

輸送方程式の導出がなされている［２１‐２３］．また，本講座で

解説した微分幾何的な手法は，基本方程式やその保存則の

導出のみならず，シンプレクティック数値積分法や変分積

分法等の高度な数値計算手法の開発にも応用されている

［２４］．

最後に，本講座の執筆にあたって貴重な助言をいただい

た鳥取大学の古川勝氏に深く感謝いたします．
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Appendix
２．A：多様体上のベクトル場と微分形式

ここでは，多様体，ベクトル場，微分形式等，本講座で

用いられる微分幾何学の道具立てに関する補足説明を行う．

空間（より厳密には位相空間）� が�次元の多様体とよ

ばれる場合，� に対して座標近傍系������������が存在

する．ここで，��������であり，� の各点�は必ずあ

る 近 傍��に属 する．��は，�から��のある開 集 合
���������の上への１対１の連続な写像であり，その逆

写像��
	�も連続であるとする．���������

�����
���
�����

は，座標近傍�������に関する点����の局所座標を表す．

���������	�の と き，�の 二 通 り の 座 標

���������
�����
���

�����と���������
�����
��

�

�����の

間には，

�
�


�����
��


���
�����
���

����� （
���
��） （A．１）

なる関係式がある．ただし，上式において，�
��


（
���
��）

は，������
��������������の関数として，

�����������
�����
�����
��

��

�����
�����

�����
	���� （A．２）

により定義される．ここで，記号は写像の合成を意味す

る．���の逆写像は，���������
	������

	����
��

��
��
��

��

により表される．� が可微分多様体であるとは，局所座標

系������
��
���

��と������
��
��

�

��の間の変換を表す関

数�
��


および�
��


�
���
���が微分可能な関数であることを
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意味する．

多様体�上で定義される実数値関数（スカラー場ともよ

ばれる）�を考えよう．多様体� 上の点����におけ

る 関 数 �の 値 は，������������������の 関 数

����������
�����������������を使えば，局所座標系

����	�
����	�

��に関して，

������������������	�
�������	�

����� （A．３）

のように表現される．����のときも同様に局所座標系

����	�
��
��	

�

��に関する ����の表現が，������上の関数

�������
��を使うことにより得られる．����	����
��の

場合，２つの局所座標系����	�
����	�

��と����	�
����	

�

��

に関して ����を表現する関数��と��は，前述の

���������
��を用いることによって，���������即ち

������������������
��������������

��

�����������

（A．４）

のように関係づけられる．座標変換を表す関数 ���および

�������
��が可微分であることから，スカラー場 �の局所座

標系����	�

�
������に関する表現��が可微分であること

と，����	�

�
������に関する表現��が可微分であること

が同値であることが，式（A．４）からわかる．したがって，

スカラー場 �が可微分であるとは，局所座標系に関して �

を表現する関数��が可微分であることと定義することが，

局所座標系の選び方によらずにできる．

多 様 体� 上 の ベ ク ト ル 場 �は，局 所 座 標 系

	��	
�
������を用いると，

���

��

�

�

�

�	

（A．５）

のように，� 上の実数値関数 �に対する微分作用素として

解釈される．� 上の点�におけるベクトル場 �による �

の微分の値は，

�����

��

�

�
���
��

�	

��� （A．６）

のように表される．

点�における微分作用��は，点�における�の接ベク

ト ル と よ ば れ，��が な す�次 元 ベ ク ト ル 空 間

��������

��

�


��	�	
����

�
���������は，点�におけ

る� の接ベクトル空間とよばれる．また，�次元の多様体

� の各点の接ベクトル空間の合併��������������

は，接バンドルとよばれ，局所座標系�	
�
�
������を持つ

��次元の多様体となる．

式（A．５）からわかるように，局所座標系	��	
�
������
に関するベクトル場 �の成分�
は，以下のように �を微

分作用素として	
に作用させたものである．

�
��	
 （A．７）

別の局所座標系	��	
�
������に関するベクトル場�の成

分�
は，�を微分作用素として	
に作用させることによ

り得られ，式（A．５）と（A．７）よりわかるように，２つの局

所座標系	と	に関する �のそれぞれの成分は，

�


��
���

�

�	


�	�
�� （A．８）

によって関係づけられる．ベクトル場�によるスカラー場

�と �の積の微分に対して，Leibniz の規則とよばれる次の

関係式が成り立つ．

��������������� （A．９）

多様体�上のスカラー場�の微分��は，次式で表されるよ

うに，ベクトル場�に対してスカラー場�����を対応させ

るものとして定義される．

����������

��

�

�

��

�	

（A．１０）

ベクトル場�に対してLie微分��という作用素が定めら

れる．ベクトル場�の Lie 微分���はベクトル場であり，

以下のように���
�
�	�	
と���


�	�	
の交換子積
�����（Lie 括弧積ともよばれる）として定義される．

���������������

��

��

�

�
�

�	

�



���

�	

� ��

�	�
（A．１１）

交換子積は，以下に示されるように，線形性，反対称性，

Jacobi の恒等式を満足する．

�����������������������

������������

������������������������������� （A．１２）

上式において，�，�は実数定数である．

多様体� から多様体��への写像を考えよう．写像

の微分（differential）あるいは push forward とよばれる

�は，以下に示す定義に従い，�上のベクトル場�に多様

体��上のベクトル場��を対応させるものである．

����������������������
����������（A．１３）

上式（A．１３）は，�上の点�の接ベクトル��に��上の点

���の接ベクトル��������������を対応させる規則

を表す．上式において，写像による� 上の実数値関数

�の引き戻し（pull back）は，

����� （A．１４）

のように �との合成関数［��������������］として定

義される．また，次式のように，push forward と交換子積

の順序を入れ換えることができることが示される．

�������������� （A．１５）

�	
�
������を�次元多様体�上の点�の近傍における局所

座標系，��
�
������を�次元多様体�
�上の点���の近

傍における局所座標系としよう．すると，��上の点

���における接ベクトル�������の局所座 標 系
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�����������に関する各成分����������
�と，� 上の点�

における接ベクトル ��の局所座標系����������	に関する

各成分 ����������は，

����������
������

���������
����


��

	

���

��

����
���

（A．１６）

で表されるように，�������
����を���
�成分とする

��	行列によって関係づけられる．ただし，ここで，

������������とおいた．

さて，��を，多様体�からそれ自身への写像であり，微

小パラメータ�に依存し，

���	��
����

���� （A．１７）

を満足するものとしよう．さらに多様体� 上の任意の点

�に対して�������であり，�に関する微分方程式

����������
��

��������
�

�����������������
	������� （A．１８）

が成り立つものとする．上式（A．１８）は，�����がベクトル

場 �����������の積分曲線を与えることを意味する．こ
のようにして定義される��を

���������� （A．１９）

のように表記しよう．この����������が本講座で Lie

変換とよばれるものであり，参考文献［６］におけるLie変換

の定義に対応するものである．ただし，他の文献では，ベ

クトル場�がHamiltonベクトル場［式（４１）参照］のときに，

����������をLie変換とよぶことが多いことを断ってお

こ う．ま た，文 献［２］等 で は，�������の 表 記 は


�����で定義された１パラメータ変換群を表すため

のものであり，上述の微小パラメータ�に対して定義され

たLie変換��は１パラメータ局所群とよばれるものに対応

することを注意しておこう．

�次微分形式（�‐形式あるいは�次交代共変テンソル場）

とよばれるものは，多様体上の�個のベクトル場

���������にスカラー場	���������を対応させる写像

	で，以下のような線形性，

	��������	���������

�	��������������	�	��������������

（��：スカラー場） （A．２０）

をもち，

	��
�������
�����	
��
�	��������� （A．２１）

を満足するものである．ここで，
は�個の整数（������

の置換であり，	
��
�は
の符号［
が偶（奇）置換のと

き，	
��
����
��］を表す．�‐形式	と�‐形式�の外

積	��は，��	��‐形式であり，

�	�����������	��

�

�
�
����

�

 �	�

	
��
�	��
�������
����

����
��	������
��	��� （A．２２）

により定義される．ここで，��	�は，��	��個の整数
������	��の置換全体のなす群を表す．この定義に従う

と，外積の順序の入れ換えに対して，

	����
��
��
��	 （A．２３）

が成り立つ．局所座標系����������	に関して�‐形式	は，

	� �
�������

	�������
���������

�
�
��
�
�������

	�����
����������� （A．２４）

のように表現される．ここで，局所座標系����������	に関

する�‐形式	の各成分は，

	�����
�	

�

����
���

�

����
� � （A．２５）

により与えられ，�������の置換
に対して，

	�
�����
����	
��
�	����� （A．２６）

が成り立つ．局所座標系を����������	から��
��������	に移

すと，	の成分は，

	
�

����
���

�

����
� �

� �
�������

��
�

����
�
��
�

����
	

�

��
�
���

�

��
�
� � （A．２７）

のように変換される．また，ベクトル場�と�‐形式	の内

部積����	は��
��‐形式であり，

�����	���������
���	����������
�� （A．２８）

により定義される．

１‐形式���������は，ベクトル場�����������に対
して，スカラー場�����������を対応させる．式（A．１０）
で定義されたスカラー場 の微分は，��������������
のように表される１‐形式の一つである．多様体�上の各点

�における����の値は，��������
�

������
����と表さ

れ，接ベクトル ����
�

�������������と余接ベクトル

����
�

��������
���の内積と見なされる．接ベクトルが反

変ベクトルともよばれるのに対して，余接ベクトルは共変

ベクトルともよばれる．	次元多様体�上の点�における

接ベクトル空間�����の双対空間である余接ベクトル空

間は，��
�������

���
	 �����

��������������	�	�で表さ
れ，� の 各 点 の 余 接 ベ ク ト ル 空 間 の 合 併

�����������
����は，余接バンドルとよばれ，局所座

標系�������������	をもつ�	次元の多様体となる．

ベクトル場�の定めるLie微分��は，微分形式にも作用
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する．０次の微分形式，即ち，スカラー場 �の Lie 微分

���は，

������ （A．２９）

であり，ベクトル場 �に沿ったスカラー場 �の微分に過ぎ

ない．一般の�‐形式�の Lie 微分���は，

��������������

����������������
���

�

�������������������（A．３０）

によって定義される．

外微分演算子�とは，�‐形式�に��	��‐形式��を対応

させるものであり，��	��‐形式��は，

������������	��

��
���

�	�

����
�	�
������������������	��

	�
���

����
�	�
�����������������������������	��

（A．３１）

によって定義される．上式の右辺において，
�の記号は，


が変数の中から取り除かれていることを表す．例えば，

��������������	��は，�������������	������	��を意味

する．式（A．２４）で表された�‐形式�の外微分��は，

��� �
�������

����������
���������

�
�

��	���
�

�������	�

�
���

�	�

����
�	�
��
���������	�

����
� ������������	�

（A．３２）

のように表すことができる．外微分のさらに外微分をとる

と０になる．

�
��� （A．３３）

多様体	から多様体	�への写像�による	�上の�‐形

式�の引き戻し（pull back）��とは，	 上の�‐形式で

あり，

����
�����
�������
�

����
���������
�����������
�� （A．３４）

により定義される．局所座標系�����������に関して，式

（A．２４）のように表された�‐形式�に対して，pull back

��は，

��� �
�������

���������
����������� （A．３５）

のように書ける．pull back と外微分の演算の順序は，次式

のように入れ換えることができる．

������� （A．３６）

以上で定義されたベクトル場や微分形式に関する演算の

間に成り立つ諸公式を以下に記しておく．

����������������，

����������������������，

��������	�����，

�������，

���������������	�������，

�������������������	����
�
���������，

�������������	����
�
������ （A．３７）

上式において，�と�はベクトル場，�と�は微分形式で

あり，�は微分形式�の次数を表す．

２．B：ジャイロゲージ変換

第２．８．２節において，時刻�，空間点�ごとに正規直交基

底ベクトルの組���������を設けたが，この中で，��，��
の取り方には任意性があり，これは，ジャイロ位相	を測

るときの基準となる方向の取り方（これをジャイロゲージ

とよぶ）に任意性があることを意味している［７‐９］．例え

ば，以下の式に示すように，��，��の代わりに，新たに

�
�

�，�
�

�として，角度�だけ方向をずらしたものを採用すれ

ば，新たに定義されるジャイロ位相	�も角度�だけずれ

る．

�
�
���	
���	
�����

�
�
���
�����	�	
���

	��		� （B．１）

さて，�����に依存するベクトル��，��を用いて，次のよう

なベクトル�とスカラー
を定義しよう．

�����
��， 
�
���
��

�� （B．２）

式（B．１）に示されたジャイロゲージ変換に伴い，上記のベ

クトル�とスカラー
は，ジャイロ位相角のシフト�を用

いて，

�
����

�

�
�
�

���	��


��
��
�

�

��

�
�

��
�
��

��
（B．３）

のように変換される．上式で与えられた�と
のジャイロ

ゲージ変換は，それぞれ，電磁場に対するベクトルポテン

シャルと静電ポテンシャルのゲージ変換と同じ形をしてい

ることがわかる．

次に，�������	������を座標系とする７次元空間にお

け る ベ ク ト ル 場�を，以 下 の よ う に，座 標 系

�������	������に関して表現してみよう．

����
�	�
�
��

���
	�	

�

�	
	���

�

���
	��

�

��
（B．４）

式（B．１）に示したジャイロゲージ変換により，座標変数の

中でジャイロ位相のみ変えた新しい座標系������	
�������

に関するベクトル場�の各成分を考えると，ジャイロ位相

に関する成分だけが旧座標系に関する成分から，
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����������������������������
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
� ���������������������������

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
��������������

��

��
（B．５）

のように変化する．ここで，

�
�����������

�	��� （B．６）

とおくと，式（B．３）と（B．５）より，ジャイロゲージ変換によ

り��が変化するのは，上式（B．６）の右辺の�と�の部分の

みであり，�����はジャイロゲージ不変な項であることが

わかる．

こ ん ど は，７次 元 空 間 上 の１‐形 式�を 座 標 系

������
��������に関して表現してみよう．

����������


��
����������������� （B．７）

式（B．１）の ジ ャ イ ロ ゲ ー ジ 変 換 を 行 っ た 座 標 系

����
��
�������に関する１‐形式�の各成分を考えると，�

と�に関する成分のみが変化し，

��
����	����，

��
����	��

��

��
（B．８）

となる．ここで，

��������	���，

������������ （B．９）

とおくと，式（B．３）と（B．８）から，ジャイロゲージ変換によ

り��，��の変化する部分は，上式（B．９）の右辺の�と�

の部分のみであり，�����，�����はジャイロゲージ不変な項

であることがわかる．
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