
４．１ はじめに
流体乱流中には，時間・空間的に秩序だった構造をもつ

運動が存在する．これらは組織構造と呼ばれ，長く乱流研

究の重要課題であり続けてきた［１］．本章では計測データ

から組織構造を抽出する手法を紹介し，プラズマ流体中で

計測されたデータへの適用を試みる．

図１（a）は円柱後流中に形成されたカルマン渦列の可視

化写真である［２］．流体中には，このように明確に組織

だった構造がある一方，図１（b）に示した噴流中心断面で

の可視化画像［３］には，明確には認識することはできない

ものの，何らかの構造が存在することが予測される．後者

のような組織構造をどのように抽出すればよいだろう？こ

の問いに答えることは，容易ではない．なぜなら，組織構

造とは，流体中を移動する組織だった構造（渦）とでも解

釈すればよいが，その描写や定義は多種多様であり，一意

には定まらないからである．プラズマ乱流中の組織構造に

ついても同様なことが予想される．しかし，注意すべきは，

組織構造はその抽出方法によって，逆に構造が定義されて

しまうおそれがあることである．したがって，抽出法は対

象とする物理過程をよく理解した上で慎重に用いる必要が

ある．本章では，乱流データの解析に用いられてきたいく

つかの方法を紹介するとともに，理論と実験をつなぐ解析

と位置づけた上で，プラズマデータを実際に解析すること

で，より理解を深めることをめざしたい．

４．２ 組織構造の定義
しばらく前に報告された流体乱流に関する，Cantwell

の膨大なレビューの中で，彼は組織構造の定義として，

“少なくとも一つの基本的な流れ場の変数（速度成分，圧

力，濃度など）が，流れ場の局所最小スケールよりも時間

的・空間的に十分大きな領域にわたって，それ自身もしく

は他の量と相関を示す三次元的な流れ場の領域をいう”と

している［１］．図２には平板上に発達する乱流境界層流れ

における，Cantwell の模式図を示す．流れは左から右方向

に壁面上に形成される．壁近くでは，壁面との摩擦で流体

は強く乱され乱流となる．一方，壁から離れた場所では，

流れは壁の影響を受けずに，乱れのきわめて少ない流れ

（層流）として存在する．層流と乱流の境界は時間空間的に

変動して，一意に決めることは難しい．図中の滑らかな曲

線は，その境界を模式的に示したものである．壁面に沿う

流れを乱流境界層と呼ぶが，境界層の中に様々な大きさを

もった構造の存在が示唆されている．これらの構造は，い

つも同じ位置に見出されるわけではなく，また同じ形で存

在しているわけでもない．図１（b）のような状況が時々

刻々と変化している状況を想定してもらえばよい．画像か

ら構造（パタン）を認識するには，人間の主観が入ること

になり，したがって客観的な議論をすることができない．
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図１ 乱流中の組織構造の可視化例．（a）円柱後流にみられる秩
序立ったカルマン渦列［２］．（b）噴流（ジェット）断面内の
組織構造［３］．
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例えば，「認識とパタン」［４］には，どのような画像の中に

も論理的な矛盾なく構造を定義して抽出できることが示さ

れている．可視化画像のように空間的な情報が得られる場

合にはまだよいが，プローブを用いた計測で１点もしくは

数点の時系列情報のみしか得られない場合には，空間的な

構造を予測することは難しい．この状況は，古代インドの

「盲人と象の寓話（群盲象を撫でる）」１に例えて説明される

こともある．この寓話は人間の認識力が如何に限られたも

のであるかを教えてくれる．

乱流中の組織構造として渦を定義し，それを抽出するこ

とが行われてきた．渦の中心が低圧になることから旋回を

伴う構造を客観的に抽出する方法が提案されている［５］．

また，流体運動の基礎方程式（Navier-Stokes 方程式）か

ら，圧力に関するポアソン方程式；

�

�
���������

�
������

�， （１）

が得られる．速度場の局所的な空間構造は，速度勾配テンソル

�����������（ただし，��は��方向の速度変動をあらわす）で

特徴づけられ，その対称成分	������������������������

と反対称性成分�������������������������は特に変形

速度テンソル，渦度テンソルと呼ばれる．乱流中には渦度

が管状に集中した部分（渦管）とシート状に集中した部分

（渦層）が観察され，各々が式（１）において������	������，

�����
�

�����

�という条件から抽出が可能となる［６］．この手

法に関しては，後ほど触れることにしたい．

プラズマ乱流中にも組織構造の存在は観察されている．

流体乱流と異なるのは，その媒質が電子の運動，イオンの

運動，流体の運動，熱の輸送などミクロやマクロの時空間

スケールの異なる現象が含まれていることであろう．その

物理特性は，スケール分離された階層構造を持っているこ

とが知られている．従来の研究は，自己組織化現象を含め，

階層領域を個別に対象とすることによって成果をあげてき

た．しかし，実際に計測されるデータとは，これらの異

なったスケールの運動が互いに相互作用した結果であり，

そこから異なるスケールがつながった構造について何を取

り出せるかが問題である．次章に紹介する方法が，いくら

かでもそのヒントになることを期待したい．

組織構造を扱う最近の進展は，数値計算を利用した動力

学的な観点からの研究だろう．実空間内での構造をどのよ

うに抽出するのかを問題にするのではなく，基礎方程式の

解の挙動を相空間で追跡することから，組織構造の運動を

理解する試みである．この方法は，壁近くでの乱流が生成

維持される機構の解明に寄与し，定常進行波解や周期解と

して，壁近傍の組織構造の理解を与えた［７，８］．数値計算は

レイノルズ数の低い範囲に限定されているが，今後はより

高いレイノルズ数への進展が期待される．プラズマ乱流に

おいても，この観点からの研究は期待されるものである．

４．３ 組織構造の抽出法
本章では，流体乱流中の組織構造の抽出方法として古く

から用いられている手法を説明する．その多くは，プロー

ブを用いることによって乱流中の物理量を空間の１点もし

くは数点で時系列として計測したデータをもとにしてなさ

れてきた．近年では，２次元，３次元空間内での瞬時の速

度分布が計測できるようになっているが，そこから組織構

造を抽出するアイデアは，１次元の場合と基本的には変わ

らないようである［９］．

４．３．１ 条件付き抽出法と集合平均

乱流中の組織構造が，ある時刻で検出プローブを通過し

たかどうかを判断する方法がいくつか考案されている．プ

ローブから検出される時系列信号は，温度，速度，圧力な

どが考えられるが．最も広く利用されるのが，熱線風速計

を用いた速度変動の計測である．組織構造の研究は，図２

に示した壁にそって発達する乱流境界層において活発に行

われてきたため，まず，速度信号を用いた個体壁近くの構

造を抽出する方法を紹介する．

壁近くでは主流方向に回転軸を持つ縦渦が形成され，そ

れによって低速の流体塊が壁近くから主流に放出される．

同時に高速な流体塊が壁近くに流れ込む一連の過程

が，１９８０年代に見出された（図３参照：当時は可視化技術

や数値計算が発達しておらず，必ずしもこのような過程の

みではなく，より複雑な現象が起こっていることが現在で

はわかっている）．前者をエジェクション，後者をスィー

プ，両者を合わせてバースト過程と呼ぶ．検出プローブで

この物理過程を抽出しようとすると，信号波形が微小時間

内に低速から高速に急激に変化する時間を見いだせればよ

いことになる（検出プローブは空間内に固定されて，流れ

が図中の左から右方向であるとすると，まず低速信号が検

出され引き続き高速信号が検出される）．

いま，主流方向（�軸）の時間変動速度を��
�とする．微

小時間�の間の局所二乗平均と局所平均値を定義する．
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１ 昔，インドパキスタン地方のある王様が６人の盲人に象を観察して報告するように言いました．盲人たちは，各々象の異なる部
分に触りました．ある者は象の耳，ある者は鼻，というふうに足，尻尾，牙，横腹に触り，それぞれ異なる報告をしました．「象は団

扇のようだ．」，「象は蛇のようだ．」，「象は木のようだ．」，「象はロープのようだ．」，「象は槍のようだ．」，「象は壁のようだ．」と．

図２ Cantwell［１］が与えた壁面上の乱流（乱流境界層）中の組織
構造の概念図．壁近くの低速な流体が放出される現象
（バースト），境界層中を移動する大きな構造，外縁の乱流
と非乱流の界面あたりに存在する構造など，多様な構造が
想定されている．
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また，時間内の局所分散を
〈 〈 〈
������������������ �

�

， （３）

とする．局所分散が大きくなることは，限られた時間（�）

内に速度が大きく変化する事象を抽出することに対応す

る．バーストが発生している領域を明確にするために，定

義関数����を次のように導入する．

１ �������	����
�
� ，����������	������

〈

�����

�
��
��

（４）
０ otherwise.

定義関数が１となる時間帯が，上述のバースト・スィープ

過程に相当する．また，��
�
� は，�を十分大きくしたとき

の分散値であり，��
�
� �����
����

〈
から得られる．つま

り，	�はどれだけ強いバースト・スィープ過程を抽出する

のかを決める閾値パラメータとなる．また，積分時間�

は，バースト・スィープ過程が観測される平均的な時間間

隔であり，乱流境界層では壁変数（摩擦速度��と動粘性係

数�）で無次元化した��
�����が����	となることが

推奨されている．このように，ある条件を満たす事象を検

出する手法を条件付き抽出法（Conditional Sampling）とい

う．特に上述した方法はVITA（Variable Interval Time

Average）法と呼ばれる［１０‐１２］．

プラズマ乱流の場合には，速度変動をイオン飽和電流に

おきかえて同様の解析が可能である［１３］．その際には，条

件����������	������の符号を逆にしたり，省略して，注目

する現象を抽出すればよい．また，積分時間�もプラズマ

現象中の特徴的な時間スケールに一致させる必要がある．

プラズマ乱流中で計測されたイオン飽和電流の時間波形

�
�����を対象に，局所分散値，定義関数を算出した．計測

はプラズマ周辺位置で行っている．したがって，プラズマ

の回転に伴い，間欠的に大きな飽和電流が見出される．ま

た，周辺プラズマの典型的な組織構造としてブロッブ

（Blob）が注目されているが，それらとの関連も予想され

る．いま，積分時間を��20 μsec とした．この時間は，時
系列の自己相関関数から計算されるマイクロスケール（第

２章参照）よりも大きく，積分時間スケールよりも小さい．

閾値の定数を	���に設定して，VITA法で解析した結果

を図４に示す．もともと間欠的なスパイク波形を対象にし

ているが，局所の分散値を見ると，小さな変動は取り除か

れていることがわかる．閾値の設定には，幾分の考慮が必

要である．定義関数をみると，間欠的な事象が発生する頻

度が明らかとなる．定義関数は矩形波（式（４）および図４

参照）となり，各事象の継続時間が矩形波の大きさ（値が

�である時間間隔）に対応する．
番目の矩形波の中心時間

を�
，最初と最後の時間を各々�


，�





と定義する．全計測

時間��における，矩形波の個数を�とすると，事象（ブロッ

ブなど）の検出周波数は �������［Hz］となる．検出時間間隔

を�
��
����
とすれば，�
の確率分布を調べることは，事

象の発生頻度を知る上での重要な情報となる．指数型の確

率分布となれば，発生はポアソン過程に従い，互いに相関

がないことを意味する．しかし，ベキ分布が確認されれば，

ブロッブの発生が互いに何らかの関連を及ぼしていること

を示唆する．

ブロッブの平均的な時間スケールは，�
��


��





の平均

値として与えられるであろう．また，ブロッブが通過した

際の平均的な飽和電流の波形を知るため，次の集合平均波

形を定義する．

�
������ ���
�
�

��

�

�
����
���． （５）

ここで，�は統計平均が安定するように大きな数とす

る．また，�は対象とする組織構造がもつ時間スケールの数

倍をとればよい．図５に集合平均波形の計算結果を示し

た．集合平均波形は，間欠的な事象の平均的構図を表わし

ている．イオン飽和電流が急激に立ち上がり，緩やかに減

少する様子がわかる．これは，一方向に回転するプラズマ

図３ 壁近くでの高速流体の流れ込みと，低速流体の放出過程．

図４ プラズマ周辺で計測されたイオン飽和電流の時系列信号に
VITA法を適用した例．

図５ VITA法によって抽出されたイオン飽和電流の集合平均波形．

Journal of Plasma and Fusion Research Vol.85, No.11 November 2009

７７６



がプローブを通過した際には，急激に飽和電流が立ち上が

り，プラズマの回転に伴い徐々に減少する傾向に対応して

いる．

４．３．２ 四象限分割法

流体の速度変動は３次元の成分を持つが，計測上の困難

からそのすべてを同時に得ることはできない．通常は速度

の１成分，もしくは２成分の同時計測が可能である．速度

変動の積の時間平均はレイノルズ応力と呼ばれ，流体中の

乱れの生成に重要な役割を果たすことがわかっている

［１４］．そのため，レイノルズ応力の生成を組織構造と関連

させることが試みられてきた．�方向の速度変動を����，

�方向の変動を����とすると，両者の積��������������

は瞬時レイノルズ応力と呼ばれ，その時間平均値はレイノ

ルズ応力に等しくなる．����が急激に大きく変化し，レイ

ノルズ応力へ寄与する構造から定義関数を構成することが

行われる．

速度変動����を横軸に速度変動����を縦軸にとり，バー

スト過程を四象限に分けてより詳しく議論することがなさ

れる．第二象限と第四象限は正のレイノルズ応力の生成に

寄与する事象で，各々がエジェクションとスィープに対応

する．各象限にどれくらいの事象が含まれるのかを各計測

位置ごとに調べると，より詳細な情報が得られる．これを

四象限分割法と呼ぶ［１５，１６］．

NAGDIS-II（実験データの計測条件は，第２章付録を参

照）におけるプラズマ密度の２点での同時計測データを用

いて四象限分割をおこなった．プラズマ中心から��18，

21 mmに計測プローブを設置し，1ch の出力を�����，2ch

の出力を�����として，�����平面内に時間変化を軌道とし

てプロットした（図６（a）参照）．ただし，各成分の平均値

�を差し引いて標準偏差�で無次元化してある．第一象限

と第三象限に軌道の多くが集まっていることがわかる．つ

まり，1ch と 2ch の出力が同じ符号をもって変動する確率

が高いことをあらわしているが，第三象限に比べて第一象

限に大きな変化が見られる．これは，平均値よりも大きな

（プラスの符号）変動がときたま通過することをあらわし

ている．プラズマの回転によって，外縁に間欠的な現象が

生まれているのではないかと予想される．各象限に含まれ

る割合を，変動の大きさによって分類することができる．

���������������������	���， （６）

ここで，���は����������の標準偏差である．閾値	を変

化させることによって，大きな変動を取り出すことがで

き，その変動がどの象限に含まれるかを表したものが図６

（b）である．	が小さな場合には第三象限に含まれる事象

が最も多いが，	を大きくしていくと第一象限の割合が最

大となる．この割合が逆転する閾値の大きさが，組織構造

を抽出する指標になるかもしれない．VITA法と同様にし

て定義関数を構成し，発生頻度を	をパラメータとして集

合平均波形を計算することができる．組織構造に基づく定

義関数をいかに構成するかが，抽出方法の基本となる．ど

のような物理現象に注目してその検出基準を設け，計測

データから注目した事象を抽出するのかを事前に見極めて

おくことが必要であろう．

４．３．３ ウェーブレット

ウェーブレット展開は，フーリエ展開と同様，現在では

広く用いられている［１７，１８］．両者には基底関数が波数空

間全域にわたるか局在するかという相違点がある．乱流中

の組織構造の抽出には，個々の大きさも強さもまちまちで

あるため，基底関数が局在しているウェーブレット展開を

用いるほうが便利である．単に信号波形のパターンを抽出

するだけでなく，各周波数のエネルギーを保存する観点か

ら，マザーウェーブレットとしては直交基底を用いるほう

がよい．離散ウェーブレット変換は，信号波形を時間・周

波数領域に分解するもので，時間信号�����の級数展開は

以下のように表される．ここで，指数 
（整数）は離散周波

数，指数�（整数）は離散時間を表す指標である．

������ �

���

��

�
����

��

�
�

�
�
���
����， （７）

�
�

�
�
��
�

��

��

���
�����������． （８）

�
�

�
�はウェーブレット係数，����はウェーブレット基底で

ある．直交基底としては，Daubechies function などが扱い

やすい［１９］．図７にウェーブレット展開の一例を示す．流

体乱流中で計測された速度変動の信号である．実験ではサ

ンプリング周波数 10 kHz で６５５３６点の計測を行ってい

る．したがって，指数 
は１から１６までの有限な値をとる

図６ 計測プローブを r = 18, 21 mmに設置してプラズマ密度の
同時計測をおこなった．1chの出力を I1(t)，２chの出力を
I2(t)として，(x, y)平面内に時間変化をプロットしたもの
（図（a））．四象限分割法での各象限に含まれる割合を変動
の大きさを示すパラメータ H（式（６））の関数として表記
した（図（b））．
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ことになり，離散周波数は��（�����������）となる．�

の値が大きくなるほど，高周波成分を表すことになる．

フーリエ展開では，各周波数の波形は三角関数となるが，

ウェーブレットでは時間的に変化していることがわかる．

つまり，局在する構造を取り出すのに適しているといえ

る．ウェーブレットの利用として，フィルタリングの機能

がある．式（７）において，特定の �を用いて信号を再構成

すると，第２章でふれたローパス，ハイパスフィルタを構

成できる．信号に大きなトレンドがある場合には，ウェー

ブレットを用いるほうがよい．プラズマデータ解析の例は

多数報告されている．例えば，文献［２０］が参考になる．発

達乱流中の秩序渦の抽出としてウェーブレットは利用でき

るばかりではなく，情報量の縮約手法として実用化されて

いる．近年の進展については［２１］を参照されたい．

４．３．４ 経験的固有直交展開

VITA法にしてもウェーブレットにしても，組織構造を

抽出するためにはいくつかのパラメータを設定する必要が

あった．これは，裏を返せば，設定したパラメータによっ

て抽出される構造が異なることに相当する．前述のように

組織構造には一意的な定義を与えることは難しいが，解析

をするうえで任意性は排除することが望まれる．そこで，

主観的な情報を極力少なくして組織構造を抽出する方法と

して，経験的固有直交展開法を紹介する［２２］．

直 交 固 有 関 数 分 解（Proper Orthogonal Decomposi-

tion，以後 PODと略す）は，経験的直交関数系展開，Kar-

hunen Loève 展開とも呼ばれる．その名が示す通り直交展

開の一種であり，与えられた任意関数 ����を直交基底

����で展開する手法である［２２］．直交展開としてよく用

いられるフーリエ展開やチェビシェフ展開などでは，基底

関数����は既存関数として与えられるが，PODでは基底

関数を対象領域�の情報を反映させ決定するところに最大

の特徴がある．その結果，少数の項数で関数 ����を表現で

きる．いま，位置�と時刻�における変動速度を������

とすると，直交基底����を用いて以下のように展開できる

と仮定する．

��������
���

�

	���������， （９）

ここに係数	�は時間のみの関数とし，基底関数は空間のみ

の関数である．直交展開が最少の項数で元の関数を再構成

できるという条件を課すことにより，基底関数�����が存

在し，一意に定まることが証明される．詳細については参

考文献［２２，２３］に譲るが，結局のところ基底関数は以下の

積分方程式の解として与えられる．

�
�

�����������	��������������， （１０）

基底関数が積分領域�の流れ場の情報を反映していること

は，上式の積分核が二点相関係数になっていることからも

理解できる．

さて，実験などでは速度�を位置�の連続関数として測

定することは不可能であり，離散点でしかデータを得ることがで

きない．そこで，二点相関係数を
���������������	����

����������とあらわすと，積分方程式は以下の固有値問

題となる．


��


��





��


��


��





��

�

�

�

�


��


��





��

� �����������




�����

� ��� ����������




�����

� �. （１１）

ここで，�は固有値であり，その絶対値の大きい順に番号

をつけ，����������とし，それに対応する固有関数も

����������として大きさ１に規格化しておく．このとき

変動速度�は，

��������
���

�

	���������，	������
�

�������������，
（１２）

とあらわされる．式（１０）から展開係数は�	�	�	������とな

り（���はクロネッカーデルタ），統計的に直交しているこ

とがわかる．また，領域�での全エネルギーは，

�
�
�

������	����
���

�

��， （１３）

と計算され，固有値の和として表される．また，基底の直

交性を利用し，�	
�

�	���を用いて変形すると，以下の関係

が得られる．

������	��
���




�������
�. （１４）

以上まとめると，PODの基底を得るためには，対象とする

領域�内の離散点：���������において二点相関係数を計

算し，固有値問題（式（１１））における固有関数を求めるこ

とが必要である．また，一般に速度成分はベクトルとして

考えるのが妥当であり，上記の方法は容易にベクトル場に

も拡張できる．

図８はNAGDIS-II の垂直断面内を高速度カメラで撮影

し，その発光の揺動成分を POD展開した結果である

図７ 流体乱流中で計測された速度信号をウェーブレット展開し
た一例．
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［２４］．プラズマは高速で反時計回りに回転しており，その

回転に寄与するモードを POD基底で表現している．各

モードが持つ固有値（��）の大きさは，輝度の変動の大き

さに対応しており，便宜上これをエネルギーの大きさと呼

ぶことにする．第一，第四基底（�����）は同心円に近く，

第二，第三基底（�����）では正負で一対の構造，第五，第

六基底（�����）では正負二対の構造が，あたかも回転し

ている様子がうかがえる．以降，基底の番号（�）が大きく

なるにつれて，全エネルギー（�）に占める各モードの割

合（����）は小さくなるものの，周辺部の構造細かな構造

が構成されている．PODでは組織構造を基底関数の形に結

びつけて考える．番号の小さな基底は，対象としている領

域内でのエネルギーに特に大きく寄与する構造の形と考え

られる．その時間的な変化は，展開係数の時間変化から予

測される．例えば，図９（b）には周波数スペクトルを示し

たが，�����および�����では，同時に計測された静電プ

ローブ信号と同じ周期変動をしていることがわかってい

る．PODの定義に従えば，組織構造は任意性が入ることな

く抽出することができる．

流体乱流（特に固体壁近く）での解析では，第一基底が

全乱れエネルギーに占める割合����は，約 60％にもおよ

び（この結果は，領域�の大きさに依存する），第三基底ま

で含めると 80％近くが含まれる［２２］．その他，円柱後流，

混合層など多くの流れ場で，PODによる解析がすすめら

れ，特徴的な渦構造の抽出に成功をおさめている．組織構

造（つまり，基底関数����）は空間に固定された関数と考

えることによって，変動速度は時間のみの関数�����と基

底関数との積として表される（式（１２）参照）．係数�����

の変化は組織構造�����の時間的変化を表していると解釈

でき，その支配方程式が導かれれば，組織構造の運動を記

述できることになる．これは式（１２）をNavier-Stokes 方程

式に代入し，基底����上に射影することによってなされ

る．実はこのような試みは既にいくつか報告されており，

レイノルズ数の変化に対する解の分岐やカオス挙動など興

味深い話題が提供されている［２２］．同様の解析はもちろん

プラズマ乱流でも可能である．

４．３．５ 確率的予測法

確率的予測法（Stochastic Estimation）は，時刻�，位置

�での速度変動������を同時刻での参照位置�	の情報

（���	���）から予測する方法である［２２］．以後，簡略化し

て時刻�を省くと，最も簡単な場合には，�����
����	����	�

となる線形作用素としての行列
����	�を決めることが問

題になる．PODを用いた解析では，確率的予測法を容易に

取り扱えるので，簡単に紹介しておく．

確率的に高い事象とは，二点での相関の大きさに対応す

ると考えられる．したがって，行列 
は二点相関係数から


����	����������	�������	����	��と与えるのが妥当で

あろう．式（１２），（１４）から行列 
を POD基底を用いてあ

らわすと，


����	��

�
���

�

����
���	������

�
���

�

�������	��
�

， （１５）

となる．即ち，POD基底を用いることにより，最も起こる

確率の高い事象を線形作用素として予測することができ

る．この手法を用いることにより，限られた点での計測

データから広い空間にわたる統計量の分布を予測すること

が可能である．

４．３．６ 速度勾配テンソルを用いる方法

旋回を伴う渦構造を抽出するために，速度勾配テンソル


����������を利用する方法が考案されている［２５，２６］．こ

こでは，二次元の流れ場を想定して，この手法を簡略化し

て説明したい．流れの中の任意の流体粒子とそれから��
だけ隔たった粒子の相対速度����	���	�は速度勾配テン

ソルにより，

���

���
� �� �������

�������

�������

�������
� ���

��
� �. （１６）

と与えられる．微小時間内の軌道は，行列の固有値（�）と

固有関数によって与えられる．非圧縮性を仮定すると，固

有値の特性方程式は

	
������	
�����
�
����， （１７）

となる．ただし，���はクロネッカーのデルタで��は以下

で与えられる．

���
���
���

���
���
	
���
���

���
���

� �. （１８）

�が相異なる実数解を持つ時，解曲線は双曲型となる．一

方，共役複素数の場合には楕円となって，流体粒子は旋回

運動を行う．一般に，前者は saddle，後者は focus と呼ば

れ，流れ場の形態の分類として用いられている．固有値の

判別式�は，式（１７）から明らかなように，	��に等しくな

り，流体運動の方程式を介すると以下のようにまとめられる．

��	���	
�

�
���. （１９）

ここで，���は圧力のラプラシアンを表す．局所の圧力変

動が流れの形態に関連していることは上式からも明らかで

あり，圧力の情報から渦を抽出することの妥当性を与えて

いる．二次元では�が複素共役解をもつ条件は，�	�，

��
�，���
�となる．つまり，旋回を伴う流れが存在す

れば，その領域内では圧力の極小値が存在する．これらの

関係を表１にまとめた．ただし，三次元空間内では，これ

らの関係は一意的には定まらない．

渦構造の抽出基準として，渦度�（��
�），��，圧力

は有用な情報となることは明らかである．しかし，通常の

室内実験で渦度を精度よく測ることは難しく，まして速度

勾配テンソルを計測するには，多大な工夫と労力を必要と

� � �� ���

focus complex < 0 > 0 > 0

saddle real > 0 < 0 < 0

表１ 流れ場の形態と速度勾配テンソルの固有値，Q2，圧力との
関係．
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する．この手法をより簡略化して，実験データの解析に応

用した例を紹介したい［２７］．図１に示した円柱の後流にお

いては，渦が周期的に放出される．その周期を��とする．

空間の一点で速度を計測すると，その変動����������は周

期��で大きく揺らぎながら，小さな変動が重なっている．

大きな変動はカルマン渦の放出によるもので，小さな変動

は渦に含まれる不規則な乱流変動である．いま，測定点を

固定して１周期ごとに速度変動を分割して考える．つま

り，長時間の計測データから，時間��で区切られた多数の

データセットを作ることができる．このデータセット内の

速度変動を�
	

�
�����������とおく．ここで，�������，


はデータセットの番号
��������である．次に各データ

セット内での時刻を固定してアンサンブル平均をとる．

�	�������� �
�
��
�
�

��

�

�
	

�
�������������. （２０）

このような集合平均を位相平均と呼ぶ．通常の計測では，

時間周期を明確するために円柱近くに参照となる測定点を

おいて，その信号を時間の基準にとる．

位相平均は位置�������を変えながら，空間内の多数の点

で計測することが可能である．この位相平均速度を式（１６）

における速度�	と置き換えて，渦構造を抽出した結果を

図１０に示す．位相平均速度から計算された渦度（�方向成

分，図１０（a））から，カルマン渦が明確に捉えられているこ

とがわかる．正の符号は反時計方向，負の符号は時計回り

の回転をあらわす．渦度の等値面に圧力の位相平均を重ね

た結果が図１０（b）である．先に説明したように渦の中心で

は負圧になることがよく対応している．速度勾配テンソル

の不変量��を用いて渦構造を抽出した結果を図１０（c）に示

す．渦の中心では，����となり，渦構造の抽出に有効で

あることがわかる．

実験や観測などでは計測点に限りがあるので，速度勾配

テンソルを厳密に求めることはできないが，ここで紹介し

た位相平均の方法を用いれば，プラズマ乱流中の渦構造を

抽出することは可能である．速度勾配テンソルを用いて抽

出される渦構造は，乱流中の微細な構造でその大きさは最

小渦スケールの１０倍程度と見積もられている．そのような

微細渦は，バーガース渦と類似の速度分布を有し，乱流の

種類（噴流，境界層，後流など）によらず，普遍的に存在

することが予想されている［２８］．微細な渦が集まり，クラ

スターを形成することが観察されており，乱流の種類の相

違はクラスター形状の差異として理解されるのかもしれな

い．プラズマ乱流中に微細な渦構造を期待できるのかは不

明であるが，流体乱流の解析で基礎となる渦構造の概念が

プラズマ乱流の理解に役立つことを期待したい．

４．３．７ 特異値分解法と独立成分分析

経験的固有直交展開の１つとして PODについて説明し

た．手法は異なるが同様の考え方として，因子分析法，主

成分分析法などがあり，これらも同様に経験的直交関数展

開と呼ばれる．直交展開という観点からは，特異値分解法

（SVD，Singular Value Decomposition）がある［２９］．この

手法は，任意の
��行列�に対して次式のような分解が

一意に存在することを基本にしている．

������， （２１）

ここで，�，�は
，�次の直交行列，�は
��の行列

で，対角成分以外がゼロとなる．�の対角成分は非負の実

数で，
��のとき��	��	��	��
 	�の順で並べら

れ特異値と呼ばれる．行列�，�は直交行列（すなわち，

�
����，�
����）となる．特異値分解とは，任意の

行列�を二つの直交行列によって一意に表現する手法であ

る．いま，プラズマ乱流中の�点で同時に計測された時系

列データ�	����を考える．指数	は測定点の位置で，

	���������，��は離散化されたサンプリング時間で

����������
とする．
��の行列�を次のように構成

すると，

��

������

������

�

����
�

������

������

�

����
�

�

�




�

������

������

�

����
�

� �， （２２）

式（２１）から直交行列�と�が一意に決まる．多点の時系列

データの分布を行列�，�および特異値の分布から特徴づ

ける方法で，すでにプラズマデータの解析に応用されてい

る［２９，３０］．

カクテルパーティ問題と呼ばれる例題がある．１つの部

屋で３人が話をしており，各人の発する音声信号を�	���

（	������）とする．部屋には３つのマイクロフォンが異な

る位置に設置されており，そこから記録される信号を

�	���とする．記録信号は各音声信号の荷重和であらわさ

れ，以下の線形関係となる．

�������������������������������� （２３）

�������������������������������� （２４）

��������������������������������. （２５）

録音された信号�	���のみから音声信号が再現できるか？

という例題である．この問題を解くために独立成分分析

（ICA ; Independent Component Analysis）が 利 用 さ れ

る．各人の音声信号を確率変数とみなすと，その統計的独

立性（詳しくは第３章を参照）が成り立ち，確率分布関数

が非ガウス分布となる場合には，この問題を解くことがで

きる［３１］．

４．３．８ 三成分分解

複雑に変動する時系列信号�����から組織構造が抽出で

きたとすると，その成分を三つの成分に分解することが可

能となる．

��������
�	
���

�������
����. （２６）

ここで，��
�	
は時間平均値（�������），��

����は組織構造か

らの寄与，��
����はそれ以外の成分である．第二章で触れた

が，この分解を三成分分解と呼ぶ［３２，３３］．流体乱流の解析

では三成分分解からレイノルズ応力，乱流エネルギーへの

寄与を定量化することができる．円柱後流や噴流出口など

渦構造が明確に抽出できる場合には，空間内のどの位置
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で，乱流エネルギーが組織構造へ流れているかなどを明ら

かにすることができる．NAGDIS-II では，プラズマ乱流の

準周期的な回転が観測されている．この周期変動を組織構

造と考え，バンドパスフィルタを用いて組織構造の成分

�
�

����を抽出する．バンドパスフィルタの周波数帯は，第一

ピーク（約 15 kHz）ならびに第二ピーク（約 30 kHz）とし

た．平面格子上での２点同時計測データ（第２章付録A

（２）参照）を用いて，各々の周波数帯から組織構造を抽出

して，時空間相関を計算した結果を図１１に示す［２４］．第一

ピークの相関は径方向に移動する構造の存在を予想させ

図９ NAGDIS-IIで可視化されたプラズマ変動の POD解析［２４］．
（a）図８における各モードがもつ固有値（エネルギー）の分
布．（b）POD展開係数の時間周波数スペクトル．

図８ NAGDIS-IIで可視化されたプラズマ変動のPOD解析．プラ
ズマの回転に寄与するいくつかのモードを表している［２４］．

図１０ 円柱後流における渦構造の抽出．（a）渦度を用いた場合，（b）圧力を用いた場合，（c）速度勾配テンソルの第二不変量を用いた場合
［２７］．

図１１ NAGDIS-IIで計測されたイオン飽和電流の二点相関関数の分布．組織構造からの寄与を明らかにした結果．（a）第一ピーク（約
15 kHz）の組織構造，（b）第二ピーク（約 30 kHz）による組織構造からの寄与［２４］．

Lecture Note 4. Coherent Structures; its Definition and Extraction Y. Tsuji et al.
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る．第二ピークの場合には，径方向ならびに周方向へ移動

する運動の存在が示唆されている．また，固定プローブと

移動プローブとの位相差から，各々の組織構造の平均移動

速度を見積もることができる．PODを用いて組織構造を抽

出した場合には，これら２つのモードの運動は，どちらも

第一および第二基底でほぼ再現できることがわかっている．

４．４ プラズマ乱流中の組織構造
北欧の空に輝くオーロラがプラズマであることを知った

とき，流体乱流よりも複雑なプラズマ中に組織構造が形成

されることに興味をもったことがある．プラズマ関連の学

会の講演タイトルの中には，「プラズマBlob」，「帯状流」，

「プラズマ中の渦」，「非局所的輸送」，「磁気島」，「輸送障

壁に関連した分布構造」，「プラズマトーチの巨視的構造」，

「渦度構造」といったキーワードがあり，流体乱流の研究を

していれば詳細は理解できずとも，その構造の多様性に思

いをはせることができる．流体乱流においても１９９０年代ま

で，繰り返し乱流構造に関する研究がなされてきた．自ら

も構造を抽出して，その統計性を議論したり物理過程を説

明してきたが，どうしても「乱流」の理解が進んだとは思

えなかった．今にして思えば，乱流組織構造とは，スケー

ルで分離されたり，特定の方法で抽出されるべきものでは

なく，実空間で様々なスケールが影響しあいながら（流行

りの言葉では階層構造か），またそれがレイノルズ数によ

り様相を変えながら存在するものなのだろう．

著者（辻）の個人的感想だが，いくつかの例外を除いて，

発達乱流中の組織構造を追い求めた実験的研究は，乱流研

究を足踏みさせたのではないかと思う．今後，プラズマ乱

流ではより活発に構造についての議論が進展していくと予

想するが，流体乱流中での組織構造の研究の流れを眺めて

みることはよい示唆を与えてくれるであろう．

数年前，九州大学応用力学研究所で乱流の研究集会を開

いた際に，ある著名な先生から言われたことを思いだす．

“……，そういったことは，風洞が変われば結果が変わるか

もしれませんね”．風洞が変われば結果が変わる？風洞に

は個性がある．同じ流れ場を作っても，風洞の個性が反映

されれば，研究者によって結果が変わってくる．つきつめ

れば，過去の組織構造の研究には，このようなことまで考

慮に入れないといけなかったのかもしれない．組織構造を

理解する１つの指標は，「力学系による縮約」［３４］ではない

かと考える．層流から乱流への遷移や低レイノルズ数の流

れの中の構造は，理解が進んでいる．しかし，発達した乱

流の理解へは遠い道のりである．
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