
３．１ はじめに
大学院の講義に，「熱」に関する多様な側面を体系的に

講義する科目がある．分子・原子論的な観点から始まり，

巨視的な熱力学を学び，熱の移動は微分方程式（熱伝導方

程式）によって決定論的に記述されることを理解する．し

かし，実際に実験などで計測される熱は，時間・空間的に

揺らいでいるものであり，その揺らぎを客観的に特徴づけ

るためにはどのようにすればよいのですか？と学生に問う

と困惑してしまうようである．この揺らぎに関する時間的

な性質を特徴づけるのがスペクトルであり，揺らぎの大き

さの分布を解析する手法が，確率密度関数である．本章で

は確率密度関数について解説する．

確率論を学ぼうとすると，まず確率空間，測度，確率変

数といった抽象的な概念の理解からはじまる［１］．それは

重要であることに変わりないが，初めて学ぼうとする者に

とっては大きなハードルになるであろう．本章では，細か

な定義に深入りして議論を煩雑にすることは避け，具体的

な解析例とその解釈を示すことに重点をおいた．解析に用

いたデータは第二章と同様にプラズマ中で計測されたイオ

ン飽和電流を対象にしている．乱流は私たちの日常に広く

見られる現象であり，古典力学で最も難解な問題と考えら

れている．確率密度関数は，過去の長い歴史において流体

乱流（中性流体）の実験や観測のデータの統計処理法とし

て広く利用されてきた．確率密度関数を計算し，そのモー

メントを求めること，また確率密度関数型の特徴づけにつ

いて解説したい．限られた内容ではあるが，これらが，今

後は広くプラズマ乱流のデータ解析に利用され，現象の新

たな理解に役立つことを期待するものである．

３．２ 確率密度関数
まず，確率変数について説明したい．例えば，サイコロ

を１回投げると，その数は１から６の値のどれかを必ず出

す．しかし，どの値がでるのかを事前に知ることはできな

い．このように，どの値（もしくは，どういう範囲の値）が

生起するかが事前にわかってはいるが，実際にどのような

値が実現されるかは，確率に支配されているような関数を

確率変数と呼ぶ．計測などで得られる時系列データは確率

変数とみなされ，その分布を知るために確率密度関数は必

須となる．

３．２．１ 定義と具体的な計算方法

確率変数�がある任意の実数�（これを状態変数と呼ぶ）

より小さくなる確率�����を確率分布関数（probability

ditribution function）と呼ぶ．すなわち，記号������を

カッコ内の条件を満たす確率を表すこととすると，

���������������， （１）

が確率分布関数である．�����は次の３つの性質を満たす：

�� �������，�� ���	
���，����
���，�� ���
のとき�����������．確率分布関数�����がいたるところ

連続で微分可能な場合には，その微分が計算され

���������������， （２）

となる．ここで，�����を�の確率密度関数（Probability

DensityFunction；以降はPDFと略記する）と呼ぶ．また，

確率の定義より �����は非負の実関数であり，次の性質を

もつ：���������，����
	
�����������	
���，��
��
�
�������������������.

実験や観測で収集される離散データを取り扱う場合に

は，分布関数を求めてその微分から確率密度関数を算出す

ることはあまり行われない．それは，数値微分をする際の

誤差が無視できないからである．図１にはプラズマ乱流中

で計測されたイオン飽和電流の時系列信号を示す．ここで
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信号は平均値と標準偏差値で無次元化してある．このデー

タを用いて，PDFを実際に計算してみたい．具体的なイ

メージを持てるように，確率変数����が時間�の関数とし

て観測されることとする．この場合，����が�と����

の間にある時間の区間和�����の全区間�に対する割合，
すなわち

������������������ ���
���	

�
�

�����， （３）

を求める．実際の計測では，時間間隔��でサンプリングさ

れた離散データ点を扱うため，式（３）は離散点が，

��������の範囲に含まれる割合を数えることに等しくな

る（図２参照）．測定時間�内の全データ点数を�

（������	），含まれるデータ点の個数を��とすると，

PDFは���
の極限をとることにより，

	��������
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���	

�
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���������
���
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���	
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�

����，（４）

と計算される．しかし，実際の実験では計測時間�は有限

であるし，��（この大きさを bin size と呼ぶ）をゼロの極

限に持っていくこともできない．計測時間�をどれだけ長

くとればよいのか？という疑問は，必ず誰もが抱くはずで

あるが，これに関してはPDFのモーメントに関連させて後

に述べる（３．２．４節）．bin size の大きさは，経験的に����

の標準偏差�の１０％～２０％が妥当ではないかと思う．図３

は例に掲げた信号のPDFである．横軸は平均値	と標準偏

差�で無次元化してある（平均値と標準偏差の計算方法は

後述する）．これによって，変動の大きさが標準偏差の何

倍であるかが明確に理解できる．bin size を標準偏差の

２０％とすることは，図３の横軸が 0.2 きざみで確率の大き

さが計算されることに対応する．このように，標準偏差を

基準に bin size を設定することは，離散データの統計処理

においても有利である．十分に計測時間がある場合には，

bin sizeを変化させてもPDF形状が大きく変化しないこと

が，計算結果の妥当性の指標となる．

３．２．２ 代表的なPDFの例

流体乱流の解析でしばしば出くわす確率密度関数の代表

的な例を以下にまとめた．図１に示した具体的例との対応

からも理解をすすめてもらいたい．なお，標記を簡略化す

るため，以降は PDFを 	���とあらわすこととする．

［正規分布（ガウス分布）］

不規則変動の分布として広くみられ，流体乱流では一様

等方場で観測される速度変動はこの分布に近い．図１に示

したイオン飽和電流の変動が正規分布に近いと考えられ

る．また，LHDでの解析例は，文献［２］を参照されたい．
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� ��� �. （５）

ここで，	は平均値，�は標準偏差をあらわす．

［指数分布］

流体乱流では，速度変動の微分や粒子加速度のPDFのす

そ野がこの分布に従う［３］．図１（b）の確率のすそ野が指

数分布に近いと考えられる．

	����
�
������. （６）

ここで，
�
として，��
，��
もしくは��
，�



とする．流体乱流では，その間欠的な性質から現れる，確

率分布のすそ野を 	�����
��������としてよりよく近似

することもおこなわれる．この分布を引き伸ばされた指数

分布（stretched exponential）と呼ぶことが多い［３］．

［ベキ乗分布］

乱流速度変動のレベル交差問題の待ち時間の分布が従

図２ 確率密度関数の計算方法の概念図．

図１ NAGDIS-IIの接触プラズマ中における静電プローブ（ラン
グミュアプローブ）計測によるイオン飽和電流波形．r はプ
ラズマ中心からの距離．

図３ 図１の信号波形から計算された確率密度関数．左カラムの
縦軸は linear，右のカラムの縦軸は log．図中にゆがみ度 S

と偏平度 Fの値が示してある．
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う．ベキ乗分布では，分布の成り立つ範囲���������

が必ず存在する．この最小，最大スケールは，物理スケー

ルと対応している場合が多いので，ベキ指数とあわせて明

示するのがよい．フラクタル分布の関連として解釈される

こともある［４］．

���������. （７）

ただし，���，���とする．

［対数正規分布］

確率変数の対数をとった変数が正規分布に従う．流体乱

流のエネルギー散逸の大きさは，この分布でよく近似され

る［５，６］．プラズマ乱流中での解析例は，例えば文献［７］に

ある．
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ただし，�と�は �の平均値，標準偏差をあらわす．

確率分布関数型を特徴付ける際に注意すべき点は，図３

左列のように PDFの大きさをそのまま表示した場合と，

図３右列のように対数表示した場合である．正規分布の場

合であっても，平均値まわりで生起する現象を対象とする

場合には，そのままの表示でよいが，まれに起こる現象が

問題になる場合には，対数表示をして確率のすそ野の形状

を明瞭にして議論するほうがよいであろう．その他にもい

くつかの重要な確率分布型があるので，詳しくは参考文献

［８］を参照いただきたい．また，プラズマ乱流中での解析例

は文献［９，１０］などにある．

３．２．３ 特性関数

確率過程に関する多くの情報を圧縮して含む有効な関数

として特性関数がある．特性関数は確率密度関数のフーリ

エ変換として定義される［１１］．
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���������������. （１０）

特性関数は，中心モーメントや確率密度変数の和を計算す

るのに有効に利用される．実験データを取得する際には，

時間連続（アナログ）データをデータロガーなどでサンプ

リングして離散（デジタル）データとして保存される．し

たがって，PDFを計算する過程では離散化による誤差が含

まれる．それをさらにフーリエ変換することは，またいく

つかの制約を課すことになる（詳しくは，第２章スペクト

ルの解説を参照）ので，乱流の実験データを解析する限り

は，特性関数を求めることはあまりないようである．

３．２．４ 中心モーメント

確率変数の分布特性として，値の拡がりや対称性を調べ

るためには PDFを積分して情報を圧縮した数値を指標に

すると便利である．平均値�や標準偏差�は，１次，２次

モーメントとして以下に与えられる．
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��	. （１１）
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ここで，
�は観測される離散データをあらわす．�は分布

の重心であり，期待値とも呼ばれる．標準偏差の２乗（��）

は分散と呼ばれ，重心まわりの分布の広がりを表す指標と

なる．流体乱流の解析では，平均値まわりの変動の様子を

主に調べることが多いので，平均値まわりのモーメントを

調べることが多く，中心モーメントと呼ばれる．

分布の偏りやすそ野の広がりは，以下に示す�次の中心

モーメントを計算することで特徴づけられる．

����
�


�


��������������
���

	

�
����
�
�	. （１３）

ゆがみ度（skewness）
は，�の３次の中心モーメントを

�次の中心モーメントで正規化したものである．


�����
�. （１４）

確率変数の３乗を計算するために，その平均値からのズレ

が符号により反映され，分布の対称性を見積もる指標とな

る．
が負であればマイナス側，正であればプラス側に

PDFのすそ野が広がっていることが予想される．一方，偏

平度（flatness）�は，�の４次の中心モーメントを�次の

中心モーメントで正規化したもので，次式で定義される．

���
��

. （１５）

�の４乗を計算するために符号の情報は反映されないが，

確率変数の大きな値（平均値から離れた値）が�には反映

されることとなる．したがって，分布の広がり（PDFのす

そ野）のなだらかさを定量化する指標と理解できる．この

数値が大きいほど，分布のすそ野がなだらかで広がってい

ることを表す．図３に示したPDFには，
と�の値を示し

てある．PDFの型とこれらの数値との対応を比較してもら

いたい．なお，正規分布の偏平度は３であることから，３

からのズレは分布のすそ野が正規分布に比べてどの程度の

相違があるかを定量的に表す指標になる．プラズマデータ

の解析例としては，文献［１２］などがある．

確率変数の�次モーメントは，式（１３）の積分核

����������が�軸とで囲まれる部分の面積に対応する．

図４ 高次モーメントを計算する際の PDF型の変化．
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よほど特殊な分布でない限り，����������は�が十分に

大きなところでゼロに漸近する．しかし，実際にデータを

解析してみると，必ずしもそのようにはならないことがあ

る．図４にその一例を示す．指数�を 1，2，4，6と変化さ

せた場合の積分核����������を示した．���の場合には

グラフはゼロに漸近せず，確率分布のすそ野が正確に計測

できていないことを示唆している．この結果を用いて計算

される��は，過大もしくは過小評価となるおそれがある．

したがって高次のモーメントを正確に計算するためには，

各モーメントの次数�に対して図４の分布をチェックし

て，確率のすそ野まで正確に計測できているかを（つまり，

積分核����������が�の大きなところでゼロに漸近する

ことを）確かめる必要がある．そのためには，計測時間

�を十分にとって確率の小さい事象に対しても，十分なサ

ンプル数が得られるようにする．これが先に述べた計測時

間�に対する一つの指標である．ただし，確率のすそ野を

正確に計測することは，計測時間とは独立に測定器の精度

やノイズとの関連で一概には改善できない問題も含んでいる．

PDFは統計量として基礎的であり，かつ重要なことは改

めて述べる必要はない．離散データからPDFを計算する際

に注意することは，binsizeと計測時間�であることを説明

した．しかし，確率密度関数をいくら正確に調べても，確

率変数の統計的性質のうちどうしても見出すことができな

い性質がある．それは，時間に関する情報である．確率密

度関数には，その算出過程からも分かるように（図２），時

間軸は縦軸上に射影されるため，同一の確率分布型を持ち

ながら，異なる時間波形を無数に作ることが可能となる．

確率変数の時間情報を知るためには，第２章の周波数スペ

クトルもしくは自己相関関数を調べる必要がある．また，

計測時間�に関しては，スペクトルが正確に計算できるた

めの基準からも触れているので参照されたい．

３．３ 確率密度関数型の表現
PDFを計算した場合に，その分布型の特徴を説明するこ

とは容易なことではない．幾つかの PDFの分布を比較し

て，物理現象との対応を定性的に推測することも可能であ

ろう．３次や４次のモーメントは確かに有用な情報ではあ

るが，より定量的な記述ができるに越したことはない．本

章ではより高度な PDF型の特徴づけについてまとめる．

３．３．１ PDF型の特徴づけ

流体乱流の解析で，PDF型を特徴づける方法は過去にい

くつかが試みられている．その中でBarndorff-Nielsenは下

記のような一般型を提案している［１３］．
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�
�，（１６）

ここで，�は規格化定数，�，	，
，�，�，
は任意定数で

ある．式（１６）を用いると正規分布，双曲分布，指数分布や

その混合型が表現できる．測定から得られた PDF型に式

（１６）をフィットして，パラメータ��
を求め，実験条件を

変えた場合にこれらの定数がどのように変化するのかを調べ

れば，PDF型の変化をより定量的に議論できる．乱流解析では

PDF型のすそ野が指数型になる場合があり，その指数の（例え

ばレイノルズ数に対する）変化を調べることがある．式（１６）で

���	の場合を考えると，����
����������
�
����
�

となるので，指数 
の変化に重点を置いて調べれば良いこ

とになる．乱流での解析例は，文献［１４］を参照されたい．

３．３．２ PDFの直交展開

確率密度関数型が正規分布に近い場合には，正規分布か

らのズレを補正項として表すことができる．この補正項は

エルミート（Hermite）多項式により記述され，Gram-Charlier

級数展開と呼ばれる．確率変数�をその平均と標準偏差に

より無次元化した変数���������を考える．正規分布を

����とすると，確率密度関数は次のように展開できる．

�����	������
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��������
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�	
�������，

（１７）

����������������������， （１８）

ここで，�����はエルミート多項式であり，

�������， �������， �������
���

�
�����

�
�， �������

������
 （１９）

�������
�����
����，…

次のような直交性を備えている．

１ for（���）�
�	

�	

��������������
���������

�
��
��

（２０）
０ for（����）

したがって，式（１７）は確率密度関数の直交展開と解釈す

ることができる．展開係数	�は直交性を利用して，

	������
��
�	

�	

���������
�， （２１）

から求められ，	���，	��	���，	
���
��

���，

	������
��
���
となり，高次の係数も中心モーメン

ト（��）の関数として一意に定まる．����が正規分布の場

合には，３次以降の係数はすべてゼロとなる．それゆえ，

確率密度関数型の正規分布からの偏差は各係数の分布から

定量的に評価される．図１の信号波形を用いて直交展開し

た結果を図５に示す．また，展開係数の分布は図６に示し

た．流体乱流での解析例は，文献［１５］を参照されたい．

３．３．３ 条件付き統計量によるPDF型の表現

計測データから確率密度関数を計算してその変化を調べ

ることは，現象を理解する上で有意義なことであろう．し

かし，より詳しい議論をするためには，PDF型がどのよう

な物理量に関連して決まるのかがわかるとよい．以下で

は，その１つの方法を紹介したい［１６］．

定常な確率変数����に対して，その微分（���
��
�）の

二乗と二回微分（���
���
��）の条件付き平均を定義する．

��������������������． （２２）

�������������������． （２３）
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条件付き平均法については改めて解説するが，簡略に言え

ば確率変数がある特定の値を持つことを条件として，統計

平均を計算することである．このとき，PDFは����と

����によって一意に以下のように記述される．

�����
�

����
����

�

������

�����
���� �． （２４）

ここで，�は�������������の条件を満足する規格化定数

である．例えば，����が一定値で�������だとすると，

����は正規分布となる．

さて，����を流体中で計測される速度変動とする．する

と，その時間微分は加速度となるが，エネルギー散逸量�１に

比例すると解釈することも可能である．�	��	�����	��	�����

と見積もられ［３，５］，瞬時速度	の条件付き平均が����

に他ならない．エネルギー散逸は流体の小さなスケールの

運動に起因する物理量である．変動速度のPDF型にこのよ

うな具体的な物理量の関連を見出せることは興味深い．ま

た，条件付き平均����や����の分布自体を調べることも，

確率変数の特徴を見出すことにつながる．

図７（a）は乱流境界層２中で計測された速度変動の��	�

と��	�の一例である．壁からの距離（
�）を変化させた結

果を示してある．��	�はほぼ一定，��	�は��
	
��

の範囲で直線的に変化している．この分布を忠実に用いる

と，式（２４）からPDFを構成できる．PDFは正規分布に近い

ので，����，����の平均値まわりを次の１次関数で近似し

てみる．

��	����	���， ��	����	���. （２５）

式（２５）を用いて再構成されたPDFを図８に示す．��
	
�

の範囲で分布は正の方向に少し偏っているが，これは係数

��が負の値を持つことに起因する．図７（b）係数��と��
の分布を壁からの距離に対してプロットしたものである．

境界層中では，粘性低層３，対数領域４，後流領域５と異なる

物理現象が支配する速度分布が形成される．これらの領域

とよく対応して係数��，��が分布していることがわかる．

特に，対数領域では係数の値が変化せず，したがって

��	����
�と���	�����が壁からの領域に依存せず，普遍な型

をもっていると考えられる．言いかえれば，条件付きエネ

ルギー散逸率が変動速度に依存せずに一定になることと解

１ 乱流では大きなスケールの渦が平均流からエネルギーを受け取り，速度変動のひずみによる渦の伸張によって小さなスケール
へエネルギーが伝達され，最後に分子粘性によって熱に変換される（エネルギーカスケードと呼ばれる）．乱流エネルギーが分子
粘性によって熱に変換されることを粘性散逸，粘性散逸によって熱に変換されるエネルギー量を散逸率と定義する．
２ 固体壁面上を流体が流れる場合に形成される，速度が連続的に変化する薄い層．
３ 層流底層とも呼ばれ，壁面のごく近傍で分子粘性の作用が卓越する薄い層．壁表面では速度はゼロとなる．
４ 粘性底層外層のバッファ層（遷移層）のさらに上層に位置し，平均速度分布に対数則（半理論的に得られた法則）が成立する．
乱流境界層の厚さの 1/10 程度．

５ 対数領域の上層に位置し，乱流／非乱流が混在する領域．

図５ 図１に示した信号波形の PDFを直交展開して，式（１７）に
従って再構成した結果．

図６ Gram-Charlier級数展開係数の分布．

図７ （a）確率密度関数を再構成するための関数 r(x), q(x)．（b）乱流境界層内での係数 a1, a2の分布．
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釈される．対数領域においては，大きな散逸率を担う特徴

的なスケール変動は存在せず，無次元速度を基準にすれ

ば，空間的に同一の散逸率分布が存在する．対数領域をこ

のように特徴づけることも可能である．

３．３．４ ダイバージェンス

実験データなどから計算された PDFがどのようなパラ

メータによって定量化されるかを，いくつかの例を挙げな

がら説明してきた．本節では，PDF型の類似度を判断する

客観的指標として，カルバックライブラーのダイバージェ

ンス（Kullback-Leibler Divergence 以後，KLDと略す）に

ついて紹介したい［１７］．KLDは微分情報幾何学で広く利用

されており［１８］，PDFを族とする関数空間の距離関数にな

る．二つの離散化された PDFに対して，

��������
���

����������������������， （２６）

と定義される．ここで，����と����，�����������	�は

離散化されたPDFである．KLDは非負の値を持ち，二つの

PDF型が同一の場合にはゼロとなり，また，両者の差異が

大きいほど大きな値をとる．ただし，距離関数が満たすべ

き交換則は満たされない（つまり， �������
������）．

簡単な例としては，����を正規分布として，����を計測

された結果とすると，KLDによって定量的に正規分布から

の差異を特徴づけられる．KLDには PDF型のすべての高

次モーメントの情報が含まれているので，より高度なPDF

型の比較をすることができる．

仮 に����と����の 差 異 が 小 さ い 場 合，即 ち

����������
�������，には式（２６）は，

��������
���

������������
�
�
�
�
���

������������

�

�����
�	

��
�
�
���

������������

�

�����
， （２７）

となる．KLDをユークリッド空間での距離関数（������）

との関連で理解するためには，式（２６）の各項を��������
で重みづけしたものと考えればよい．したがって，

������� �
���

������������

�

� ， （２８）

また，KLDと類似の距離関数としてHellinger distance，

	�����がある．�が十分に�と類似する場合（���）に

は，次のようにKLDとの関連をつけることも可能である．

KLDの代わりに	�����を用いてもよい［１９，２０］．

	�������
���

������� � ������ 
�

��
���

������������

�

������� � ������ 
�

��
���

������������

�

������
��
�
������. （２９）

２つの PDF型の類似度を定量的に判断するために，


�����，������，	�����について簡単に説明をおこ

なった．比較するPDF型にもよるが，PDF型の微妙な差異

を識別するためにはKLDを用いるのがよい．KLDの計算

にあたって，まずPDFを算出する必要がある．互いの掛け

算の積分（総和）が必要であるので，bin size を統一し，積

分範囲についても定めておかなくてはならない．

図９は境界層中で計測されたPDF型のKLDの分布を示

したものである．�，�軸は壁からの距離を示し，その位置

における互いのPDF型から計算されるKLDを
軸に表示

してある［１５］．KLDが小さな範囲は PDF型が類似してい

ることを示しており，空間内でのPDF型の相違を一目で把

握することができる．また，プラズマデータの解析例は，

文献［２１］を参照されたい．

３．４ 結合確率密度関数
前章までは確率変数が１つの場合を説明してきたが，本

節では２つの場合（プラズマ計測では，密度と温度を同時

測定する場合や２点での計測を行う場合）について考え

る．また，確率変数は�個の場合に一般化して同様に考え

ることができる．

図８ 関数 r(x)，q(x)を用いて再構成された PDFの例（乱流境界
層）［１５］．白丸は実験点，実線は式（２４）をあらわす．

図９ 乱流境界層内におけるKLDの分布．x軸，y軸はともに壁か
らの距離を境界層の厚さで無次元化してある．
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３．４．１ 定義と具体的な計算法

二つの確率変数�と�があり，�がある値�よりも小さな

値をとるとき，同時に �もある値�よりも小さな値をとる

確率を結合確率分布関数と呼ぶ．

��������������������. （３０）

結合確率分布関数が連続の場合には，一変数の場合と同様

に，結合確率密度関数 ������（Joint Probability Density

Function；以降，JPDFと略記する）を定義できる．

������� ��	
������


�������������
����

� �． （３１）

JPDFは非負の値を持ち（������	
），

�

�

���

�

��

������������. （３２）

が成り立つ．また，結合確率分布関数とは以下の関係式で

むすばれる．

��������
��

�������
��

� �. （３３）

JPDFは１変数の確率密度関数の情報も含んでいるので，

PDFとの関係は，

������

�

��

�����
���
，������

�

��

���
�����
，（３４）

となる．離散データから JPDFを計算するには，２つの確

率変数の標準偏差に基づき bin size を定める．２次元平面

で，bin size を元に区切られた格子状の領域に入る離散

データの個数を式（４）にならって個数をカウントすればよ

い．図１０には，NAGDIS-II で観測された電子密度と電子温

度との JPDFを示した．各々平均値と標準偏差値で無次元

化してある．電子密度がある値をとったとき，どれくらい

の確率である値の電子温度が実現されるかを知ることがで

きる．JPDFの等値面で，�軸の情報を全て�軸に射影した

ものが ����，�軸の情報を全て �軸に射影したものが

����となる．つまり，ある特定の��に対して，１つのPDF

����の分布が存在するので，JPDFを精度よく計算するた

めには膨大なデータ数が必要となる．結合確率密度関数が

各 々 の 変 数 の PDFの 積 と し て 表 さ れ る 場 合；

���������������には，確率変数�と�は互いに独立と定

義される．

３．４．２ 期待値と相互相関

二つの確率変数�と�を引数とする関数 ������の期待値

は，JPDFを用いて次のように計算される．

�����������

�

���

�

��

����������������. （３５）

JPDFの分布を眺めて気づくことは，例えば図１０（b）で

は，大きな正の密度には絶対値の大きな電子温度が対応し

て起こる確率が高く，符号が逆の場合にも同様の傾向があ

ることである．つまり，両者の変動は呼応しており，統計

的には正の相関があると言われる．���������の場合には，

期待値はこの相関の大きさを定量化したものと解釈するこ

とが可能である．JPDFの等値面が原点に対称に分布して

いれば，����������
となり，２つの変量は確率的に相関

がないと判断される．分布が第二象限と第四象限に偏って

いれば，����������
となり，両者は互いに負の相関を持

つと言われる．スペクトルとの関連（第２章）で解説した

自己相関関数を相互相関関数と比較していただきたい．

３．４．３ 確率変数の和と積

二つの確率変数�，�と関数������が与えられた場合，新

たな確率変数��������が定義される．このとき，�と�

の JPDFによって，�の統計量を計算することを考える．

確率変数�と�の JPDFが次式に従う場合，それらは結

合正規分布と呼ばれる．

�������	
��
 �

���

��
��
	��

�



�

���

�


��
	����
	��

�
�

�
��
	��

�



�

� ��，（３６）
ここで，	�，	�は�と�の平均値，
�，
�は標準偏差をあ

らわす．また，	������
�
� �


�� �，
は相互相関係数

（�����
	����
	����
��
�，第２章で説明した）である．二

つの確率変数が結合正規分布に従えば，����および ����

はともに正規分布に従う．しかし，逆に ����と ����がと

もに正規分布に従った場合にも，必ずしも結合正規分布が

成り立つとは限らない．この点を注意する必要がある．

関数������の最も単純な場合として，����������つま

り�����を考える．�のPDFは以下の手順によって計算

される．図１１を参照して，�����における左側の斜線部

を積分すると，結合確率分布関数

図１０ 電子密度と電子温度との同時確率密度関数．
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������
��

���
��

���

��������������， （３７）

が得られる．式（３３）に従って，����を微分することによっ

て，�の確率密度関数が計算される．����������なる

領域���は，直線�����と��������に囲まれた対角

線状の帯域である．この領域の点の座標は�������であり，

微小面積は����に等しい．したがって，

���������
��

��

���������������， （３８）

から直接に計算することもできる．�と�が独立の場合に

は，�����������������が成り立つので，上式は

�������
��

��

������
������

�����， （３９）

が得られる．つまり，２つの確率変数が互いに独立ならば，

それらの和の密度関数はそれぞれの密度関数の合成積に等

しい．

�����の場合に も，同様の議論 が 可 能 で あ る．

����������なる領域は，直線����と直線���������

に囲まれた三角形となる．この領域内の点の座標は������

であり，微小面積は	�	����に等しい．したがって，

�������
��

��

	�	�������������， （４０）

が得られる．結合確率密度関数が結合正規分布の場合に

は，�����の具体的な型を解析的に導くことができる．

流体乱流でよく計算されるのは，����の場合である．

�と�が乱流中の速度変動の場合には，�は（瞬時の）レイ

ノルズ応力と呼ばれ，乱れエネルギーの生成などに主要な

役割をはたす．�軸方向の変動速度を	，�軸方向を
とす

ると，��	

の分布関数は，

�������
�

��

�	�
��

��	

�
��	�
���
��

�

�	�
���

�

�
��	�
�，
（４１）

となり，これを微分すると確率密度関数は，

�������
�

��
�	
	
���	���	�����	����	��， （４２）

となる．

図１２は乱流境界層中で計測された PDFの一例である．

���まわりに鋭いピークがあり，PDFのすそ野が広く延

びている特徴がある．�のPDFを再構成する方法について

考えてみたい．乱流中の変動速度のPDFは，正規分布に近

いがそこから少しだけずれる傾向にある．この点を考慮す

ると，PDF型をある次数までのGram-Charlier 級数展開に

より近似し，それらを用いて結合確率密度関数を算出する

ことが可能である．

��	�
��
�
�	
�
���


��

����	�
����
���	�

�
�
	��

�
�

�� �.
（４３）

上式を式（４２）に代入すると，

������ �
�����
��

�
	

���

�

��


����	�
���
�

	
� �

��	�
�
�
	��

��

	�
� �� ��	

	
．（４４）

詳しい内容は参考文献［１４］にゆずるが，定式は多少の計算

の後，第二種の修正ベッセル関数を用いてより簡素な形式

に表記される［２２］．図１２に計算の結果を比較のために載せ

図１１ ２つの確率変数の積分領域．

図１２ ２つの確率変数の積により構成される確率変数の PDF．波線は式（４４）より計算される結果．
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た．

確率変数が２つの場合にも，１変数の場合と同様にモー

メントが定義される．また，１つの確率変数を特定の値

����に固定して，同時確率分布 �������を調べることも

できる．この分布は条件つき確率分布と呼ばれ，式（２４）で

用いた����，����を計算する際に用いられる．
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