
３．１ はじめに
音速やアルヴェン速度など電磁流体における特徴的な速

さに比べて速い流れを伴う高速プラズマ現象は，コロナ質

量放出や宇宙ジェット，レーザープラズマによる爆縮な

ど，宇宙および実験室プラズマにおける重要な研究対象で

ある．これらの現象は，文字どおりダイナミックな非定常

現象であり強い非線形性に支配されているため，その理解

と予知にとって計算機シミュレーションはきわめて重要な

役割を果たす．

本章では，こうした高速流を伴う流体およびプラズマ現

象の計算機シミュレーションを行うために必要な基礎的知

識の説明と，シミュレーション技術の紹介を行う．３．２節で

は衝撃波を数値的に捉えることができる計算スキーム，い

わゆる衝撃波捕獲法を構築する上で知っておくべき背景と

予備知識を，３．３節では衝撃波捕獲法の基礎から多次元

MHD問題など現実的問題に対する応用までを説明する．

さらに，大規模流れに現れる衝撃波のようにきわめてス

ケールの異なる構造の連関が本質的であるマルチスケール

現象のシミュレーションについて３．４節で簡単に説明する．

３．２ 衝撃波捕獲法の予備知識
３．２．１ 衝撃波捕獲法の必要性

衝撃波捕獲法の重要性を理解するために，最も簡単な双

曲型方程式であるスカラー線形移流方程式，
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を考えよう．ここで，�は定数であり，�はその形状を保っ

たまま一定速度で風下方向に移流する．つまり，

����������������がその厳密解となる．第一式は保存形

式，第二式は非保存形式で書かれている．この方程式が高

速流にとって重要なことは後ほど説明されよう．

（１）を代表的な時間１次精度の有限差分法である Lax

法，
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と２次精度の Lax-Wendroff 法，
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を用いて離散化し，数値的に解いてみよう．それぞれのス

キームの詳細については［１］などを参照されたい．ここで，

��は時間差分幅，��は格子幅，添え字�と�は時間差分

点と空間差分点をそれぞれ表す．図１は矩形波を初期条件

とした場合の結果である．これを見ると，Lax-Wendroff

法はLax法よりも次数が高いにも関わらず不連続面の後ろ

に激しい振動を生むことがわかる．厳密解では矩形波の形

状は変化しないので，この振動は非物理的な数値振動であ

る．こうした数値振動の原因は，場を離散化したために現

れる数値分散の効果にある．一方，精度次数が低い Lax

法では離散化に伴う数値拡散の効果がより強いため，数値

分散による振動は抑えられている．この結果は，不連続な

解を扱う場合，差分方程式の精度を単純に上げるだけでは
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正確な解が得られないことを意味している．それゆえ，衝

撃波を的確に捉えるためには，新たな方法（衝撃波捕獲法）

を導入する必要がある．

３．２．２ 特性理論と弱解

流れのダイナミクスを支配する方程式は，しばしば保存

則により記述される．議論を簡単にするため，ここでは

ソース項のない１次元保存則，
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について考える．�，�はそれぞれ保存量ベクトル，およ

び流束ベクトルである．例えば，�軸に沿った１次元の理

想MHD方程式では，
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と書ける．ただし，���������，����������	�であり，


は全エネルギーである．（４）は非保存形式により，
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， （６）

とも表される．ここで，ヤコビアン �の固有値が独立な実

数である場合，（４）および（６）は双曲型方程式となる．オ

イラー方程式やMHD方程式も双曲型方程式である．この

時，�の左固有ベクトル��
�および右固有ベクトル��
�

を用いると（６）は，
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と書き換えられる．ただし，��
�は�の実固有値である．こ

こで，��
�は特性量と呼ばれ，���
����
����と定義され

る．（７）は情報の伝播速度（特性速度）が��
�である移流

方程式であり，（１）と同様に特性曲線�����
���に沿って

��
�が保存すること（���
���）を示している．後の議論

のため（７）をベクトル表示しておくと，
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となる．ここで，� は特性量ベクトル，�および�はそれ

ぞれ��
�，��
�で構成される左固有行列および右固有行列で

ある．また，�は��
�を対角成分に持つ固有値行列である．

��
�が定数の場合，つまり（７）が線形移流方程式である

場合，特性曲線は傾き一定の直線となり相互に交わること

はない．しかし，��
�は一般には定数でなく特性曲線が交

差する場合がある．すると，交差点近傍では特性量の値は

大きく変化し，結果として交差点では解が不連続になる．

すなわち，非線形双曲型の方程式は滑らかな初期条件から

不連続解を有限時間で形成する性質を持つ．これが衝撃波

である．一旦，不連続面が形成されるとそこではもはや微

分が不可能となり，微分方程式（４）および（６）は成立しな

い．そこで無限回微分可能な任意の関数������に対し

て，積分
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を考える．��
	�����，�����	���の条件の下，（９）

は部分積分を用いて，
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となる．�は無限回微分可能であるので，（１０）は不連続な

�に対しても成立する．（１０）を満足する解を（４）の弱解

（weak solution）という．ただし，解の一意性が消失するた

め，物理的な解としては別の条件（エントロピー条件）が

必要となる［２］．オイラー方程式やMHD方程式において

も，特に高速流問題に対して頻繁に衝撃波が形成される．

３．２．３ 保存型解法と数値流束

MHD方程式など非線形方程式に対して離散化を行う場

合，一般に保存形式（４）と非保存形式（６）では異なる数値

解を与える．前者に基づく数値解法を保存型解法，後者に

よる解法を非保存型解法と呼ぶ．真の解が連続である場

合，空間格子および時間刻み幅が０の極限では両者は一致

する．一方，不連続解が存在する場合，前述したように微

分方程式（４）および（６）はもはや成立せず，（１０）を解く必

要がある．しかし，Lax &Wendroff［３］により，幸いにも保

存型解法においては時間空間刻み幅０の極限で解が収束す

る限り，その解が（４）の弱解であることが示された．逆に，

Hou & Le Floch［４］は，衝撃波が存在する場合，もし解が収

束したとしても，非保存型解法による解は不正確であるこ

図１ 矩形波を初期条件としたスカラー移流方程式の数値解．
Lax法（破線）では解の単調性が維持されるが，Lax-

Wendroff法（実線）では数値振動が現れる．
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とを示した．したがって，その理論的保証は限定的ではあ

るが，衝撃波捕獲法としては保存型解法を用いることが望

ましい．

方程式の離散化において，一般に有限差分法，有限体積

法，有限要素法などが利用される．このうち有限体積法で

は（４）の積分形式，
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��， （１１）

を用いるため，衝撃波の捕獲と親和性が高い．また，密度，

運動量，エネルギーなど重要な保存量が離散化レベルでも

厳密に保存されるという利点がある．さらに，多次元問題

に拡張した場合，有限要素法と同様に任意の格子形状に柔

軟に拡張可能である．これらのことから，ここでは特に有

限体積法に注目する．

図２に有限体積法の概念を示そう．有限体積法では離散

化された保存量��は（１１）の中辺第１項が示すようにセル

�内の平均値と考える．��の時間増加分は，セル境界

�����および�����から流出入する流束������から計算さ

れる．しかし，セル境界では物理量������は定義されてお

らず，流束を���������と与えることはできない．そこで，

隣接するセル内の情報からセル境界の流束�
�����
� を数値的

に評価する必要がある．�
�����
� は物理的な流束と対比して

数値流束と呼ばれる．最終的に（１１）は，
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�����
� ��， （１２）

と離散化される．ここで��は空間格子幅である．時間積分

についてはRunge-Kutta 法などが利用できる［５］．有限体

積法においては，数値流束�
�����
� の評価方法が数値解法の

特性を決定する．

従来の有限差分法は，時空間上に定義された離散点（ス

テンシル）の状態量��から，適当な補間関数を使って微分

演算子を近似することによって構成される．もし，こうし

て作られる差分スキームが保存型であるならば，数値流束

を適当に定義することで有限差分法を有限体積法として解

釈することもできる．例えば，（４）の最も簡単な差分スキーム，

���

��
�
���������
���

�� （１３）

は，数値流束を�
�����
� ������������とした（１２）に等しい．

ただし，差分スキームが保存型でなければこうした対応を

得ることはできない．しかし，有限差分法，有限要素法に

基づいて開発される衝撃波捕獲法でも近年では保存型のス

キームが採用されることが多く，いずれの手法も有限体積

法と同等のスキームに収斂しつつある．有限体積法でも時

間積分を陽解法によって計算する限り，vonNeumannの安

定性解析から導かれるCourant-Friedricks-Lewey（CFL）条

件�	��������を満たす必要がある．ここで，��は最小

格子幅，�は最大特性速度であり，�をクーラン数と呼ぶ．

また，離散化に伴って数値拡散と数値分散が生じる点は有

限差分法でも有限体積法でも共通している．

３．３ 衝撃波捕獲法
３．３．１ 風上差分法

再び，スカラー線形移流方程式（１）に戻り，不連続解を

適切に捉える数値流束について考察しよう．この方程式が

双曲型のMHD方程式やオイラー方程式と共通した性質を

持つことはすでに説明した．（１）の解�は完全に風上側の

状態のみによって決定される．したがって，数値解法でも

風上側のステンシルを利用することが望ましい．それゆ

え，（１）に対して適切な最低次精度の数値解法は，１次精

度の風上差分法，
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��， （���）， （１４）

である．（１４）は数値流束 �
�����
� を
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と定義するならば，有限体積法，
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として理解できる．�の符号によらない一般的な数値流束

の定義は，
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と与えられる．ここで，��は �������を満たし，それぞ

れ正負の固有値����������
�
���を持つ流束である＊１．し

たがって，�
�����
� はセル境界に２つの方向から流れ込む流束

の和として評価できる（図３（a））．一方，（１）の時間空間

保存則から，�
�����
� に別の解釈を与えることができる．（１）

の時間空間保存則は，
＊１ 例えば，風上差分法（１７）と同様に，Lax法（２）の数値流束も，
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と正負の流束に分離できる．

図２ 有限体積法の模式図．
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と与えられる．セル内で��が一定であると仮定すると，セ

ル境界において状態量の不連続が生ずる．図３（b）に

���の場合の模式図を示す．状態�は厳密に特性曲線

����に沿って移動するので，太い実線の左側では状態��
が，右側では状態����が維持される．ここでセル境界も含

む点線に沿った時間空間積分を考えると，

�����������������������������
� ��， （１９）

（�は任意の時刻）が与えられ，（１５）が得られる．（１７）では

セル内�の特性速度��により風上方向を評価しているが，

（１９）ではセル境界�����の特性速度������により風上方向

を決定している．それゆえ，線形方程式では最終的な数値

流束は両者完全に一致するが，非線形方程式では一般に特

性速度は一定でないため，２つの数値流束が一致するとは

限らないことに注意する必要がある．

ここで，衝撃波捕獲法の観点から１次精度風上差分法の

性質を考察しよう．議論を簡単にするため，時間積分法と

してオイラー法（�����	��
�

�����
�

�����）を採用すると，

（１４）は，
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と書ける．ここで，sign は符号関数である．CFL条件（
�
��）

を満足する時，すべての
	は正（非負）であるため，
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より単調性（任意の�につ い て�������あ る い は

�������）が維持されることがわかる＊２．したがって，新た

な極値は発生しない．また，スキームの適合性＊３から

�
	��なので，
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も成立する．つまり，極大値は増加せず，極小値は減少し

ない．これらの性質は，（１）の性質を正しくを反映してお

り，結果として不連続近傍においても数値振動を生じさせ

ず，安定な数値解を与える．Lax の同等定理［６］から，適合

かつ安定な数値解法の解は真の解に収束し得る．それゆ

え，１次精度風上差分法は（１）に対して適切な近似解を与

える有効な計算法であるといえる．

３．３．２ TVDスキーム

しかし，実際の応用問題では扱い得る格子数の制約など

から，１次精度風上差分法では不十分であることが多い．

したがって，解法の高次精度化は必須である．ところが，

Godunov の定理［７］から，「２次以上の高次精度を持つ如

何なる線形スキーム（
	が定数であるスキーム）も解の単

調性を維持できない」ことが証明されている．それゆえ，高

次の風上差分法では図１の Lax-Wendroff 法のように非物

理的な数値振動が生じる＊４．この制約を乗り越えるために

は，
	の値を状態量に応じて変化させる非線形スキームが

必要になる．すなわち，不連続および極値近傍でのみ次数

を１次に落とす工夫を行わなくてはならない．

単調性を維持するには，（i）空間において新たな極値が

生成せず，（ii）初期条件における極小値が減少せず，極大

値が増加しないことが要請される．これらは，全変動（To-

tal Variation），

��������
�


�
���
� ��

�

�
， （２３）

が増加しないという条件を満たすことにより実現すること

ができる．それゆえ，単調性維持の十分条件を，

���������������， （２４）

のように表すことができる．これを TVD（Total Variation

Diminishing）条件と呼ぶ．また，（２４）を満足するスキーム

をTVDスキームと呼ぶ［８］．高次精度のTVDスキームを実

現するアプローチはいくつかあるが，ここでは代表的な手

法を簡単に説明する．

空間方向３点，時間方向１点を利用した最も高次精度の

スキームが Lax-Wendroff 法であることは良く知られてい

る．ただし，図１で見たとおり，Godunov の定理から解の

単調性が維持できない．ここで，有限体積法的な観点から，
＊２ Lax 法（２）は，

�
�

����
���
�
�
���
� �

���
�
�
���
�

と表されるので，すべての
	は非負である．したがって，図１で見たように単調性が維持される．
＊３ 離散幅を無限小にしたときに離散スキームが微分方程式に近づくとき，スキームは適合であるという．
＊４ Lax-Wendroff 法（３）は

�
�

�����
�
�
�������

���
� ��������

�

��
�
�
�������

���
�

と書ける．第１項の係数は負値をとる．

図３ 風上差分法に対する数値流束の異なる物理的解釈．
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（１）に対する Lax-Wendroff 法（３）の数値流束は，

�
�����
� �����

�
�
��������������� �， （２５）

と表される．以降，�����の条件下で議論を進めよう．

（１５）と比較すると（２５）の右辺第２項は１次精度風上差分法

に対する補正項とみなすことができる．そこで，流束制限

関数������を導入し，風上差分法とLax-Wendroff法を混合

した非線形スキーム，

�
�����
� �����

�
�
��������������������� �， （２６）

を考える．これを（１６）に代入すると，

�
�

�����
�

�

�
���
� ��

�

� ����
�
�
������������ ���

�
������

������
��
，

��	
�
�

���
���
�

�
���
� ��

�

�， （２７）

が得られる．ここでは時間積分法としてオイラー法を用い

た．（２７）第一式の左辺が０と１の間にあれば，�
�

���は�
���
�

と�
�

�の間にあり，数値振動を回避できる．このためには，

����������， ��
������
��
��， （２８）

を満たせば十分である．図４に（２８）を満足する������の存

在領域，つまりTVDスキームの存在領域を示す．極値近傍

や流れの振動する領域，すなわち，��
�および����で

は，��������が自動的に選択され，１次精度風上差分法に

帰着することがわかる．流れの滑らかな領域で精度を向上

させるため，様々な流束制限関数が提案されている［９］．

（２６）では数値流束を補正することにより高次精度化を実

現した．一方，物理量�を高次補間することにより高次精

度化することも可能である．TVD条件を満たすため，１次

精度風上差分法が単調性を維持することに注目し，その性

質を妨げない非線形補間法を利用する．すなわち，新たな

極値が出現せず，また初期の極値の絶対値が増加しないよ

うセル内分布を再構成する．この手法はMUSCL法（Mono-

tone Upstream-centered Schemes for Conservation Laws）

［１０］と呼ばれ，実際の問題で広く利用さている．１次精度

風上差分法ではセル内の物理量分布は一定とした．一方，

MUSCL 法では図５のとおり線形（２次精度）または２次曲

線（３次精度）で近似する．２次精度の場合，セル境界の

左右における物理量は，

�
�����
	 ����

�


�
��

�

� �

�

，�
�����
� ������

�


�
��

�

� �

���

，

（２９）

となる．２次精度の数値流束 �
�����
� は，��と����に代わり

�
�����
	 と�

�����
� から評価される．ここで，セル内勾配

�����
��は，単調性を維持するため制限関数を導入し，セ

ル境界における物理量の大小関係が変わらないよう自動的

に調整される．例えば，minmod 関数，

minmod���
����������	
�������
�
��������
��，

（３０）

を用いて，

��

�

� �

�

�
�
�

�����
�����������������， （３１）

と与えることが考えられる．この時，単調な場合は緩やか

な勾配が選択されるが，極値では勾配０で１次精度とな

る．MUSCL 法についても，より解像度の高い様々な制限

関数が提案されている［９］．

TVDスキームでは自動的に数値粘性を制御でき，きわ

めて安定かつ高精度な計算が可能となる．一方で，TVD

スキームは非物理的な数値振動が発生する不連続領域だけ

でなく，滑らかな極値においてもスキームを１次精度に低

下させる．それゆえ，特に圧縮性乱流などの研究では，ENO

（Essentially Non-Oscillatory）安 定 条 件［１１］，��������

�����������
��，など，より上位のTV安定性の概念

が提案されており，様々な非振動の高次精度計算スキーム

が存在する［５，１１，１２］．

３．３．３ 非線形システム方程式に対する衝撃波捕獲法

これまで，線形スカラー移流方程式に対する衝撃波捕獲

図４ TVD条件を満足する制限関数 B の領域．特に，濃灰色領域
は２次精度．

図５ MUSCL法によるセル内の線形分布近似．
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法の重要な基礎を学んできた．ところが，オイラー方程式

やMHD方程式など自然界の流れを記述する方程式は一般

に非線形であり，また，多変数が連立するシステム方程式

である．そのため，前節までに述べた手法をそのままでは

適用できない．そこで以下では，非線形システム方程式

（４）に対する衝撃波捕獲法について解説する．本節で紹介

する解法は表１にまとめられている．

�流束ベクトル分離法（Flux-Vector Splitting 法）
流束ベクトル分離法（Flux-Vector Splitting : FVS 法）と

呼ばれる手法では，流束ベクトル�をそれぞれ正負の固有

値を持つ流束��と��に分離し，数値流束�
�����
� を

�
�����
� ��

�

���
���
� ， （３２）

と評価する．つまり，線形スカラー移流方程式に対する解

法（１７）と同等のアプローチであり，�
�����
� はセル境界

�����に２つの方向からそれぞれ流れ込む流束の和として

評価される．オイラー方程式では，�は�の１次同次関数

で����と表されるので，�を正負の固有値を持つ行列

�
�に分離すると，

��������������+ ���， （３３）
��� ���
�
�

�
�

と正負の流束が与えられる．ただし，�������	��に注

意．�の分離法は一意ではないが，（８）を思い出し，最も

単純には，

�
��
����
�
��

�
�
��
�

�
， 
�
��
�
�， （３４）

と定義すればよい．この時，（３２）は，

�
�����
� ��

�
����������

�

�
�
����
�����
��
���（３５）

となる．この計算法は Steger-Warming 法［１３］と呼ばれ，

オイラー方程式に対する最も基本的な衝撃波捕獲法の一つ

である．（３５）の第１項を中心差分項とすると，第２項は数

値粘性項に相当する．ただし，この手法は固有値の符号が

切り替わる点（��������）で��の微分が不連続になる

という欠点を持つ．そこで，Van Leer［１４］やHänel ら［１５］

は��をマッハ数	に関する多項式と仮定し，そのヤコビ

アン������が非負値および非正値のみの固有値を持つよ

うな��を提案した．また，気体運動論の観点から流束ベ

クトルを分離するKinetic Flux-Vector Splitting 法（KFVS

法）［１６］も提案されている．

一方，MHD方程式に対するFVS法については未だ大き

な進展がない．MHD方程式では��	��のため Steger-

Warming 法は利用できない．Van Leer 型の手法では流束

関数の同次性は要求されないが，機械的に流束を分離する

ことができないため，MHD方程式の流束ベクトルを発見

的に分離するにはオイラー方程式に比べきわめて複雑な作

業が伴うであろう．MHD方程式に対するKFVS法の基礎

的研究［１７］は行われているが，安定性や解像度などに議論

の余地は多分にある．MHD方程式では流束分離の指標と

なるマッハ数が複数定義される．このことが流束分離の困

難さや解像度および安定性の低下の一因であると予想され

る．FVS法の最大の長所は密度および圧力が正の値を保ち

続ける正値性を満たすことである［１８，１９］．したがって，

FVS法は計算手法としてきわめてロバストである．ただ

し，MHD KFVS法については正値性などに関する詳細な

理論的証明と数値的解析はまだ与えられていない．一方

で，FVS法では接触不連続や剪断流を正確に解像できない

ことも知られている．

�近似Riemann 解法（Godunov 型解法）
FVS法ではセル境界の左右での特性速度により流束の

分離を行った．一方，セル境界における特性速度を考慮し

て衝撃波を安定に解く方法もある．この手法はGodunov

法［７］と呼ばれ，原理的には（１９）とまったく同じである．す

なわち，セル境界で接する異なる二状態を初期条件とする

問題，いわゆる衝撃波管問題（Riemann 問題）の厳密解か

ら数値流束を評価する．図６にセル境界におけるオイラー

方程式に対するRiemann 問題の概念図を示す．固有値

���に対応する波，すなわち音波に伴い，衝撃波または扇

状膨張波（自己相似的な連続波）が形成される．一方，�

に対応する波，すなわちエントロピー波により接触不連続

は伝播する．Riemann 問題の厳密解を��
�����������

スキーム オイラー方程式 MHD方程式

Flux-Vector Splitting（FVS）法 ［１３‐１５］ －

Kinetic Flux Vector Splitting（KFVS）法 ［１６］ ［１７］

近似Riemann 解法

（Godunov 型解法）

Flux Difference Splitting（FDS）法 ［２０］ ［２１，２２］

Harten-Lax-Van Leer（HLL）法 ［２４，２５］ ［２６］

Advection Upstream Splitting（AUSM）法 ［２７‐２９］ －

CIP 法 ［３０，３２‐３７］ ［３８］

表１ オイラー方程式とMHD方程式に対する衝撃波捕獲法．

図６ Riemann問題の模式図．特性速度 u，u±c で解は自己相似
的に広がる．u においては接触不連続，u±c では衝撃波も
しくは扇状膨張波が形成される．

Lecture Note 3. An Introduction to the Computer Simulation of Fast-Flowing Plasmas T. Miyoshi and K. Kusano

２３３



とすると，セル境界を含む領域（図６点線）の時間空間保

存則から，

�
�����
� ������

�

�
�
�

������

����������������

���������� （３６）

が求められる．保存則の無矛盾性から，����������に

おける時空間保存則からも（３６）と同様の式が得られる．し

かし，オイラー方程式やMHD方程式は極度に非線形であ

り，厳密解を得るにはNewton 法などの反復計算が必要と

なる．そこで，厳密解に代わってRiemann 問題のよい近似

解を見つけることにより，適切な�
�����
� を求めることにす

る．この計算法は一般に近似Riemann 解法または

Godunov 型解法と呼ばれる．

最もよく用いられる近似法は局所線形近似である．ここ

で局所線形化とは，時間差分��の間セル境界を跨いで �

を一定とすることに他ならない．特にRoe［２０］は，オイ

ラー方程式に対して，線形近似した時間空間保存則，すな

わち局所的なジャンプ条件，

�����������������������， （３７）

を満たすよう�を与えた＊５．一旦，������が得られると，セ

ル境界において正負の固有値を持つ波を跨ぐ局所的ジャン

プ条件，

�����������
� ��

�����
� ���������，

�
�����
� ����������

� ���������， （３８）

から，

�
�����
� ��

�
����������

�

�
	������	���������， （３９）

が求められる．ここで �
，	�	は（３４）で定義される．こ

の計算法を線形近似Riemann 解法あるいは単に Roe 法と

いう．流束の差を分離していることから，流束差分離法

（Flux Difference Splitting: FDS 法）とも呼ばれる．（３５）と

比較すると，数値粘性項である右辺第２項が異なる．FDS

法では流束関数の同次性が要求されず，あらゆる双曲型保

存則に原理的には適用可能である．しかし，適切な固有ベ

クトルの計算は一般にはきわめて煩雑である．特に，MHD

方程式では固有ベクトルに特異性が出現するため，固有ベ

クトルの適切な renormalization が必要となる［２１］．Roe

の行列（３７）を解く時にも工夫が必要である［２２］．FDS

法は FVS法に比べ接触不連続をよく解像できることが知

られる．しかし，一方で，FDS法は密度および圧力の正値

性が破れることが理論的に示されている［２３］．特に，MHD

方程式では磁気エネルギーの寄与分から，オイラー方程式

より正値性の条件は厳しく，計算が困難な応用問題も多く

存在する．

正値性の維持はきわめて重要な要件であることから，こ

れを保証する新たな近似法の開発も進められた．オイラー

方程式における厳密なRiemann 問題（図６）の困難さの一

つは，扇状膨張波解が存在することにある．そこで，最も

速い特性速度	�と最も遅い特性速度	�に囲まれた領域

（Riemann fan）において，�を一定と近似することにより，

扇状膨張波解を近似解から除去する．こうして得られる近

似解法を HLL（Harten-Lax-Van Leer）型の近似Riemann

解法［２４］と呼ぶ．HLL型解法には様々なバリエーションが

考えられるが，最も簡単なHLL型近似ではRiemann fan

を単一の状態��と近似する（図７（a））．ここで��は，Ri-

emann fan における時間空間保存則，

�	��	���
��	������	�������������， （４０）

を満たす．数値流束は格子境界を含む時間空間保存則，

�	���
������������

� ���
�	���

�������������������
� ��，（４１）

から，

�
�����
� �

	����	������	�	����������
	��	�

， （４２）

と与えられる．ここで	�および	�は近似的に，例えば，

	���	
�����������������，

	����������������������， （４３）

と与えればよい．	�，	�の定義については他にも様々な流

儀が存在するが，詳細な議論は［２５］を参照していただきた

い＊６．た だ し，本 手 法 は 非 線 形 の 近 似 法 であり，

�
�����
� �������であることに注意する．この手法（HLL

法）は�，�の詳細によらず非常に単純であり，計算効率

も非常に良い．加えて，正値性が理論的に証明されており

［２３］，きわめてロバストである．MHD方程式にも当然適

用可能である．しかし，一方で，Riemann fanを一状態で近

似したため接触不連続を正しく解像することができない．

そこでより上位のHLL型の近似法が検討されている．�
＊５ スキームの適合性から，������は線形独立な実固有値を持ち，���������の時������������であることが必要である．こ
れらの性質は合わせて Property Uと呼ばれる．

＊６ もし	�，	�としてCFL条件の許す最大および最小の速度，
�����，を与えた時，（４２）は Lax法（２）に帰着する．このことか
ら，Lax法は数値粘性はきわめて大きいが，固有値などが未知の方程式に対する足がかりとなる非常に有用な計算法であることが

分かる．

図７ HLL型近似Riemann解法に対するRiemann fanの模式図．
（a）一状態近似（HLL法），（b）二状態近似（HLLC法）．
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が一定の条件下では，Riemann fan で加減速が生じないた

め圧力 �も一定である．一方で，�が一定であっても密度

の不連続，すなわち接触不連続は存在し得る．そこでRie-

mann fan を二状態，�
�

�，�
���
� で近似することを考えよう

（図７（b））．ただし，速度����および圧力���
�は一定と

する．この時，Riemann fan の時間空間保存則，

�����������
� ����������

�

����������������������，（４４）

および��，��を跨ぐジャンプ条件，

�������
� �����������

� �����，

�����
��������

����， （４５）

から，解�
�

�，�
���
� を代数的に得ることができる．最終的に

格子境界を含む時間空間保存則から，数値流束は，

�� for ����

��������
����� for �������

�
�����
� �

�
�
�
�
�
�
�

������������
� ������ for �������

���� for ����

と与えられる．この手法は接触不連続を正しく解像できる

ため，HLLC法（Cは Contact discontinuity の頭文字）と呼

ばれる［２５］．HLLC法もHLL法と同じく正値性が理論的に

保証されている．また，計算効率も良い．それゆえ，FDS

法の代替として非常に有力である．

一方，MHD方程式においては�が一定の条件と二状態

近似のみの仮定では不十分であるため，HLLC法は数値流

束を一意に決定できない．そこで，�が一定と無矛盾な四

状態でRiemann fanを近似したHLLD法（DはDiscontinui-

ties の頭文字）が最近著者らにより提案された［２６］．HLLD

法がMHD方程式で表される接触不連続，接線不連続およ

び回転不連続の３つの不連続を正しく解像できることは理

論的に示されている．また，密度および圧力の正値性もあ

わせて証明された．さらに，数値実験から，FDS法と同等

の解像度を持つこと，FDS法に比べ計算効率が良いことも

明らかになった．したがって，HLLD法はFDS法に代わり，

MHD方程式に対する標準的な衝撃波捕獲法になると期待

される．ただし，HLLC法やHLLD法は方程式のあらわな

表式に依存するため，一般的な双曲型保存則に対する適用

可能性は自明でない．

�その他の方法
その他にもオイラー方程式に対する風上法はいくつか提

案されている．その一つにAUSM（Advection Upstream

Splitting Method）型の計算法［２７‐２９］がある．AUSMでは

オイラー方程式を移流項と圧力項に分割し，個別に風上化

をはかる．移流項については単純な風上差分法を適用す

る．一方，圧力項については，VanLeerのFVS法と同様に，

マッハ数に関する最低次数の多項式により近似する．本手

法は直感的な分離法であるが，数値実験からは解像度や計

算効率について良好な結果が得られている．ただし，手法

の構築，改善をFVS法からの類推や直感に頼ることから，

MHD方程式に対してはまだ十分に検討されていない．

これまで保存型の風上差分法に基礎をおく衝撃波捕獲法

について述べてきたが，我が国で全く独自の手法の開発も

進んでいる．矢部らの開発した，いわゆるCIP 法（Cubic

InterpolatedPropagation/Constrained InterpolationProfile

法）［３０］に属する手法である．CIP法では物理量の時間発展

と同時に物理量の微分値や積分値など複数のモーメントの

時間発展も解きすすめる．物理量とそのモーメントによる

局所的な高次補間で構成された分布を，セミ・ラグラン

ジュ的に移流させることにより高精度の解を得る．CIP 法

の基礎と応用については教科書［３１］をご覧いただきたい．

ここでは，CIP 型の解法の主要なものを紹介するにとどめ

る．オリジナルのCIP 法は非保存型の方程式に基づくた

め，前節で述べたHou-Le Floch の定理から，衝撃波のある

問題に対しては適切ではない．そこで，保存性を考慮した

CIP-CSL 法［３２］が提案されている．また，不連続近傍にお

ける数値振動を抑えるため補間関数を有理関数とした

RCIP法［３３］が考案されている．両者を結合したRCIP-CSL

法［３４］もある．また，CIP 法をオイラー形式に拡張した

IDO法［３５］も提案されている．IDO法では非移流項につい

ても局所補間を利用して微分を評価する．保存型の IDO

法［３６］も開発されている．また最近では，有限体積法と特

性理論枠組みを用いたCM２-FVM［３７］が提案されてい

る．この手法は衝撃波捕獲法と同様に特性理論に基づいて

おり，数値振動は自動的に除去される．MHD方程式に対

してもCIP 法を適用する試みはいくつかあるが，CIP 法と

CT法，MOC法を組み合わせたCIP-MOCCT法［３８］は特

に宇宙流体力学分野を中心に広く利用されている．

３．３．４ 衝撃波捕獲法の多次元化

実際の応用問題は一般に多次元問題である．多次元問題

に対しては，通常，局所的に１次元問題に分離して各次元

順々に時間積分する計算方法（時間分割法），空間微分と時

間積分を分離し時間積分には安定な高次のRunge-Kutta

法を用いる計算方法のいずれかが用いられる［３９］．両手法

とも数値流束の評価方法は１次元解法に基づく．有限体積

法では，ある時刻にセル境界を通して出入りする流束の和

により時間変化分を評価すること，また，特に非構造格子

の場合，次元分離の概念が明確ではないことから後者の手

法が用いられることが多い．実用上はこれらの手法で問題

ない．ただし，格子の形状と衝撃波の形が特定の条件を満

図８ Orszag-Tang渦問題［４３］の非線形シミュレーション結果．
カラーは圧力を示す．（a）プロジェクション法により
	・B＝0を満たすよう磁場を補正，（b）磁場は無補正．
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たす時などに，多次元化した衝撃波捕獲法に特有の数値不

安定性が現れることが知られている［４０］．これを回避する

ため，数値不安定性が発生し得る条件を見つけだし部分的

に低解像安定な数値流束に変更する手法［２８］，多次元の特

性理論に基づいた真性の多次元解法（genuinely multi-

dimensional scheme）［４１］などが提案されている．また，

MUSCL法などの高次精度化も，特に非構造格子の場合は，

本質的に多次元制限関数の導入が必要となることもある

［４２］．

さらにMHD方程式の場合，衝撃波捕獲法の単純な多次

元化は一般に数値的な磁場の発散���を生成する．衝撃波

捕獲法においては，ローレンツ力は保存型の流束，

���������������������	������， （４７）

として表されるため，����
�の場合，非物理的な力が磁

場方向に加わる．ここで�は単位行列．そのため，MHD

方程式に対する多次元衝撃波捕獲法では，磁場のソレノイ

ダル条件�����の維持に関して特別に考慮する必要があ

る．実際に，図８に衝撃波を伴う渦の非線形発展について，

���に関する補正を行った場合と無補正の場合の比較シ

ミュレーション結果を示す．無補正の場合，局所的（特に

衝撃波近傍）に生成された数値的な���が解全体に影響を

与え，補正を行った場合とまったく異なった結果を導くこ

とがわかる．これまでに数値的な磁場発散の除去手法はい

くつか提案されており，プロジェクション法，移流・拡散

法， CT法（Constrained Transport 法）に大別される［４３］．

それぞれ一長一短があり未だ決定版はない．ここでは，そ

れぞれの手法の概念を簡単に紹介する．

プロジェクション法では後処理によりソレノイダル条件

を満足させる．一般に，ある数値解法で得られた予備的な

数値解��は，

�
�����	��， （４８）

と分離できる．この時，物理的に意味のある解はソレノイ

ダル条件を満足する部分であると考えると，最終的な数値

解は，

�
�������， （４９）

と与えられる．ここで�は，������から，

��������， （５０）

を満足する解である．プロジェクション法から得られる解

�
�は，ソレノイダル条件を満たす��に対する最小補正場

であること，元の数値解法と同次精度を維持することが証

明されている［４３］．一方で，毎ステップまたは数ステップ

毎にポアソン方程式を解く必要があるため，計算効率はよ

くない．

移流・拡散法では���の移流や拡散を考慮することに

より，���をできるだけ小さく抑えるというアプローチを

とる．Powell の提案する移流法［４４］およびそれに類する方

法［４５］では，���に関するソース項が付与された誘導方程

式，

��

��
	�����������������	�������， （５１）

の時間発展を解く．ここで両辺の発散をとると，

������
��

	���������
���������， （５２）

となり，���が移流拡散方程式に従い時間発展することが

直感的に理解できる．ここで，�は数値的な拡散係数であ

り，発見的方法により決定される．また，Dedner ら［４６］は

新たに���に関する線形スカラー方程式を連立させるこ

とにより，より効率的な移流拡散法を提案した．補正され

た誘導方程式および新たな線形スカラー方程式は，

��

��
	���������	����，

��

��
	�
�

������
�
�

�

��
��， （５３）

と与えられ，誘導方程式の時間微分と発散をとると，���

はテレグラフ方程式，

�������
���

	
�
�

�

��
�

������
��

��
�

����������， （５４）

に従い時間発展することがわかる．（５４）は����の時は

波動方程式，����の時は拡散方程式になる．���の伝

播速度��は完全に数値的なものであり，効率的に���を除

去するため，CFL条件の上限を満たすよう決定される．

Powell 法，Dedner 法とも陽的に補正磁場を計算するため

計算効率はきわめてよく，また非構造格子への拡張も容易

である．しかし，Powell 法は非保存形式のため，正しく

ジャンプ条件を満足しない場合があることが知られている

［４３］．一方，Dedner法は�に関して保存形式であり，Pow-

ell 法の問題は排除できると期待されるが，解が拡散的にな

るとの議論もある．

CT法は磁場のソレノイダル条件を丸め誤差の精度で満

足するように誘導方程式に対してのみ特別な離散化を用い

る手法である．密度，運動量など流体量をセル中心に定義

するのに対して，磁場に対してはスタガード格子を採用

し，セル境界面の中心に面に垂直な磁場成分を定義する．

垂直磁場の時間発展は，ファラデーの法則よりセル境界面

を囲む線分における電場の周回積分によって与えられる．

ここで，線分には物理量が定義されていないため，電場は

隣接セルから評価される．ただし，内挿する物理量やセル

に対する重みについては一意ではなく，様々な手法が存在

する［３８，４３］．磁場以外の流体量については１次元衝撃波

捕獲法を用いる．CT法では付加的な式を考慮する必要が

なく，また陽的に磁場を計算するため計算効率もよい．し

かし，磁場に対して特殊な離散化を用いるため，衝撃波捕

獲法との整合性に関して問題がある．また，高次精度化，

非構造格子に対する拡張に関しても研究の余地が残る．
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３．４ マルチスケールシミュレーション
前節までで説明したように高速流を捉える様々な計算ス

キームが提案されている．しかし，複雑な衝撃波などの局

所構造を伴う流れを効率的に捉えるためには，さらに緻密

なシミュレーション手法を駆使する必要がある．特に，衝

撃波問題では局所的に高い分解能が必要であり，格子点の

配置を工夫しなければならない．さらに，燃焼衝撃波や無

衝突衝撃波においては，流体力学やMHDの近似そのもの

が破綻してしまう場合が考えられる．

ここでは，スケールの大きく異なる構造が互いに連関し

た現象をマルチスケール現象と呼ぶ．それゆえ，マルチス

ケール問題のシミュレーションでは異なるスケールにそれ

ぞれ適合する格子配置や計算スキームを工夫しなくてはな

らない．マルチスケール問題に適合するシミュレーション

手法の研究開発は，プラズマのみならず多くの分野に共通

した重要課題でもある．本節では，こうした時空構造の極

端な変化を伴う流れを扱うための方法について概説する．

３．４．１ 適合細分化格子（AMR）

有限差分法，有限体積法，有限要素法など空間を離散化

して流体方程式を数値的に解く場合には，格子のとり方が

数値解の精度を大きく左右する．格子点密度が十分に高く

なくては，いかなるスキームでも流れを正確に捉えること

ができない．

適合細分化格子（AMR: Adaptive Mesh Refinement）は

解の発展に応じて必要とされる領域により多くの格子を自

動的に配置し，効率的に分解能を高める先進的な方法であ

る．様々なAMR法がすでに提案されており，その格子配

置は非構造格子と構造格子に大別することができる．非構

造格子では３角格子が一般に用いられ，構造格子では直交

格子が多く用いられる．非構造格子は複雑な境界条件に一

致する形状を作るために都合が良い反面，格子再配置の自

由度が大きく，良い格子を作るためには工夫が必要であ

り，プログラムも複雑になる．一方，構造格子でのプログ

ラムは比較的容易である．

直交格子の張り方は，図９に示す３種類の方式に分類す

ることができる．このうち，Berger & Colella［４７］によって

提案されたブロック構造格子のアルゴリズムは，以下に示

すようにプログラムが容易であるため広く利用されてい

る．さらに，自己相似型ブロック構造格子では細分化され

た各レベルで同じ形状の格子体を利用するため，実装がし

やすく，ベクトル計算機における高速化にも都合が良い．

図１０のように細分化のレベル（�������� ）を持つ構造格

子を考えよう．各レベルの格子体は全て矩形領域を占め，

高レベルの格子は低レベル格子を���に細分化することに

よって生成される（図１０では���）．もちろん，数値安定性

を保つために格子幅��と共に時間格子幅��も細分化され

るので，各レベルの格子幅は

������
�����
��
， ������

�����
��
， （５５）

となる．

こうした細分化格子で保存型の方程式（簡単化のため２

次元系）を有限体積法

�
���

�����
���

��
��
��
�������������������

�
��
�	
�������������������，（５６）

図９ AMR法における様々な格子のとり方．a：直交非構造格子，
b：ブロック構造格子，c：自己相似型ブロック構造格子

図１０ ブロック構造格子における格子のレベルと細分化（自己相
似型の場合）．

図１１ double Mach reflection問題に適用された自己相似型ブ
ロック構造格子 AMRにおける密度分布と格子ブロック分
布．文献［４８］より転載．
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に基づいて解く時，その積分は各レベルでのセル境界にお

ける数値流束�����を決めれば，それぞれ独立に実施する

ことができる．ただし，より高レベルの格子の値を優先し

て採用すると共に，場の保存性を保つことを条件として

（５６）の値を修正しなければならない．値を修正すべき格子

は（i）より高レベルの格子をその領域内に持つ格子と（ii）領

域内に高レベル格子は存在しないが，高レベル格子と境界

を接する格子に分類できる．

（i）の場合，���レベル格子の値はその格子を埋め尽くす

�レベル格子の値の保存型平均値で単純に置き換えられ

る．すなわち，

����������
�

��
�
���

����
���

���

�����	��������， （５７）

である．一方，（ii）の場合，境界を接する高レベル格子の

数値流束の総和を低レベル格子の数値流束として採用す

る．すなわち，

�
�������


����
�������


 �
�����
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�������	���������������������
�
�����
�
���

���������������������������， （５８）

となる．

時間積分（５６）と上記の修正を各格子体で独立に行うため

には，各格子体における境界条件を設定する必要がある．

このため，高レベル格子体の境界条件は低レベル格子体の

計算結果から補間によって与えられる．あるいは，同レベ

ルの格子体が接して存在する場合は，その値を境界条件と

して用いる．それゆえ，レベル�の格子で時間�から

����への積分が行われる前に，より高レベルの格子の積

分が時間�まで終了している必要がある．その上で，格子

体の生成消滅ルールを決めればAMRの基本アルゴリズム

は完成する．ただし，適切に分解能を高めると共に格子の

階層性を維持するためのルールには様々なバリエーション

が考えられるので，詳細は［４７，４８］などを参照されたい．

図１１には松本［４８］による自己相似型ブロック構造格子を

使ったAMRシミュレーションの例を示す．AMRはすでに

衝撃波を効率的に捉える方法として広く利用されており，

ブロック構造格子を使ったコードとしてEnzo［４９］，RIE-

MANN［５０］などがある．また，自己相似型ブロック構造格

子を使ったコードとしてはBATSRUS［５１］，Flash［５２］，

NIRVANA［５３］などが有名である．なお，Berger 氏のペー

ジ（http://cs.nyu.edu/cs/faculty/berger/amrsoftware.

html）ではブロック構造格子を使った２次元AMRの For-

tranコードが研究用に公開されている．また，AMRに関係

するサイトのリンク集として http://flash.uchicago.edu/

tomek/AMR/index.html は役に立つ．

３．４．２ 連結階層シミュレーション

第１章で学んだように，流れ場の特性長�に対する平均

自由行程�であるクヌッセン数が１に対して小さいと

き，流体力学は妥当なモデルである．しかし，クヌッセン

数が１程度以上である希薄気体では微視的な分子運動論的

取り扱いが必要になる．高速流体における衝撃波の厚さは

�程度であるので，衝撃波の内部構造を調べる場合，流体

力学的取り扱いだけでは十分でない．すなわち，衝撃波は

�に対して十分大きなマクロスケールの流れ場と，�程度

のミクロスケール構造が相互に連関した「マルチスケール

現象」と考えることもできる．

こうしたマルチスケール問題では流体計算の精度や分解

能をどんなに高めても十分ではなく，分子運動（MD）モデ

ルやモンテカルロ直接（DSMC）法のようなミクロスケール

モデルを利用する必要がある．このうち，Bird によって開

発されたDSMC法は分子のダイナミクスを相互作用の無

い単純運動とモンテカルロ法を使った確率的衝突過程に分

離して計算するものである［５４］．MDモデルでは複雑な分

子間相互作用を計算する必要があるのに対し，DSMC法で

は計算をきわめて高速に行うことができるため，流体と

MDの中間領域のモデルとして有用である．

しかし，MDやDSMCのようなミクロスケールモデルを

マクロスケールまで拡大することは非効率であるのみなら

ず，ほとんど不可能でもある．それゆえ，マルチスケール

問題に適合した新しい数学的枠組みや計算方法論の開発が

必要となる［５５］．こうした目的のため，連結階層シミュ

レーション（Macro-Micro Interlocked Simulation）［５６］や

HeterogeneousMultiscaleMethod［５７］など先進的な概念が

近年，提案されている［５８］．これらは，ミクロスケールで

図１２ 流体モデルと粒子モデルの連結アルゴリズム．

図１３ デトネーションの連結階層シミュレーション．
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の計算が必要である時間空間領域（あるいはパラメタ領域）

でのみミクロスケールモデルでの計算を行い，これを他の

領域を担うマクロスケールモデルの計算と有機的に連結す

ることによって，計算効率と精度を共に維持する新しい方

法である．

流体中での衝撃波問題に関して，Wijesinghe ら［５９］は

adaptive mesh and algorithmic refinement（AMAR）と呼ば

れる方法を開発している．これは，AMRによって格子サイ

ズの細分化を繰り返し，そのスケールが�程度に達した段

階で，計算アルゴリズムを流体モデルからミクロスケール

に適合した粒子モデル（DSMC法）に変更するものである．

図１２はそのアルゴリズムを示している．まず，流体モデル

と粒子モデルの連結領域では hand-shaking 領域と呼ばれ

る重複層を置く．それゆえ，流体領域の境界面は粒子領域

内のあるセル境界に対応する．そこで，��の間にこのセル

境界を横切る粒子によって作られる流束ベクトル�をその

定義に従って粒子の速度モーメントから計算し，流体領域

の境界条件として使う．一方，粒子領域の最外殻セルには

流体モデルの流束ベクトル�を再現する新たな粒子を

Chapman-Enskog 分布に基づき，乱数を使って生成する

［６０］．

こうした流体スキームと粒子スキームの連結シミュレー

ションは流れの中で粒子運動論を正確に取り扱うことが必

要な問題において有用である．例えば，第１章でも説明さ

れたデトネーション（爆轟）では燃焼衝撃波における急速

な発熱反応によって非熱平衡状態が現れやすい．従来の燃

焼流体計算ではアレニウスの式によって与えられる反応速

度係数を使って反応項が評価されていた．しかし，非熱平

衡状態ではその妥当性が失われてしまう．そこで，流体ス

キームの中に粒子スキームを埋め込み，燃焼衝撃波近傍で

の粒子運動論を取り込むことができる連結階層シミュレー

ションが著者らのグループで開発されている．図１３はこう

して計算された燃焼衝撃波の伝播過程に関する連結階層シ

ミュレーションのテスト結果であり，衝撃波がHLLC法に

よる流体モデル領域とDSMC法による粒子モデル領域の

連結層を横切って適切に伝搬していることが示されている

［６１］．

最近，こうした連結階層手法をプラズマにも応用し，

MHDモデルと particle-in-cell（PIC）法によるプラズマ運動

論モデルを連結したモデルも開発されている［６２］．この方

法はプラズマの運動論を，大規模な流れ場の中で自己完結

的に計算することを可能にするため，コロナ質量放出

（CME）に伴う粒子加速や，大規模磁場構造のダイナミク

スの中での無衝突リコネクションなど，様々なマルチス

ケールプラズマ現象の研究における強力なツールとなると

考えられる．

３．５ まとめ
本章では，衝撃波を中心として高速流のシミュレーショ

ン手法について，その基礎から最新の研究までを紹介し

た．流体シミュレーションの発展を受けて，高速プラズマ

シミュレーションのアルゴリズム開発は現在急速に進展し

つつあり，様々な新しい提案がなされ続けている．今やシ

ミュレーションはプラズマ研究に不可欠の研究手段であ

り，今後はより現実に近い現象の解析と予知に積極的に利

用されていくだろう．この小文が新たにプラズマ流体シ

ミュレーションの研究を始められる方々の一助になれば幸

いである．
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